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Ші 


微分 流 形 是 20 世纪 数学 中 有 代表 性 的 基础 概念 之 一 , 它 不 仅 已 
成 为 数学 本 身 最 基本 、 最 重要 、 最 活跃 的 研究 领域 ,而 且 在 代数 拓 
扑 、 偏 微分 方程 .函数 论 , 变 分 学 .随机 过 程 等 数学 分 支 及 力学 .理论 
物理 .规范 场 论 等 学 科 中 获得 了 越 来 越 深刻 的 应 用 . 

本 书 分 为 五 章 , 第 一 章 综述 了 阅读 本 书 所 必须 的 预备 知识 :点 
集 拓扑 学 . 张 量 代数 .外 代数 等 . 第 二 章 介绍 了 微分 流 形 中 最 重要 、 
最 基本 的 概念 , 如 光滑 函数 . 切 空间 . 切 映 射 等 ,列举 了 大 量 的 微分 
流 形 的 例子 . 第 三 章 讨论 了 流 形 上 的 张 量 场 . 第 四 章 研 究 了 外 微分 
形式 .外 微分 .外 微分 形式 的 积分 及 Stokes 定理 . 这 些 内 容 一 方面 是 
研究 近代 微分 儿 何 的 基本 工具 , 另 一 方面 是 研究 流 形 整体 性 质 的 常 
用 方法 . 第 五 章 引进 了 流 形 上 的 仿 射 联络 和 流 形 上 若干 重要 的 微分 
算 子 ,它们 在 许多 分 支 学 科 中 扮演 重要 的 角色 . 各 章 末 都 附 有 问题 
与 练习 ,其 中 有 些 是 本 书 内 容 的 补充 和 延伸 . 

考虑 到 这 门 课 是 数学 教育 专业 高 年 级 本 科 生 的 选修 课 及 基础 
数学 其 他 相关 专业 方向 研究 生 的 基础 课 ,我 们 尽 可 能 地 把 概念 表述 
得 比较 具体 .比较 直观 , 更 多 地 与 欧 氏 空间 中 已 经 熟悉 的 概念 联系 
起 来 ,采用 局 部 坐标 系 帮助 学 生理 解 抽象 概念 的 实质 , 提高 实际 计 
算 的 能 力 . 由 于 这 是 一 本 入 门 教材 ,不 可 能 面面俱到 ,不 少 内 容 及 一 
些 重 要 结论 的 证 明 只 得 忍痛 割爱 ,但 尽 可 能 注 出 参考 文献 , 尽 可 能 
完整 和 系统 化 . 

在 编写 本 书 的 过 程 中 ,作者 主要 参考 了 陈 维 桓 教授 所 著 的 《 微 
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前 $ 


分 流 形 初步 》( 高 等 教育 出 版 社 ,2001) 和 徐 森 林 教 授 所 著 的 《 流 形 
和 Stoks 定理 》( 人 民 教 育 出 版 社 ,1983 ) ,此 外 也 参考 了 其 他 的 著作 
和 相关 成 果 ,这 里 难以 一 一 标示 , 特 向 原作 者 表示 囊 心 的 感谢 . 

本 书 的 最 初稿 本 是 作者 在 安徽 师范 大 学 数学 系 开设 “微分 流 
形 ”选修 课时 所 编 的 讲义 ,这 本 著作 就 是 以 此 为 基础 并 结合 多 年 的 
教学 实践 编写 而 成 的 . 安徽 师范 大 学 数学 系 张 量 同志 参加 了 本 书 第 
一 章 及 第 二 章 部 分 内 容 的 编写 , 并 仔细 地 阅读 了 全 部 书稿 ; 在 本 书 
的 编写 和 出 版 过 程 中 ,作者 还 一 直 得 到 安徽 省 教育 厅 自 然 科 学 研究 
基金 .教学 研究 基金 和 安徽 师 范 大 学 教材 建设 基金 的 支持 ; 安徽 师 ， 
范 大 学 鲁 世 平 教授 .衢州 学 院 汪 文 贤 副教授 非常 关心 本 书 的 编写 工 
作 , 提 出 了 许多 宝贵 的 建设 性 意见 ,在 此 表示 诚挚 的 谢意 . 

由 于 作者 水 平 有 限 , 书 中 有 些 内 容 的 处 理 方法 不 一 定 妥当 , 错 
误 也 在 所 难免 , 诚 望 大 家 批评 指正 ,以 便 改进 . 


宋 卫 东 
2006 年 1 月 
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本 章 主要 介绍 拓扑 空间 =” 维 欧 氏 空间 、 多 重 线性 映射 . 张 量 和 
外 代数 等 方面 的 有 关 理 论 ,为 微分 流 形 一 般 概 念 的 建立 作 必 要 的 准 
备 , 同 时 ,这 些 理论 的 本 身 也 是 近代 数学 基础 中 最 基本 、 最 重要 而 又 
最 活跃 的 研究 领域 ,关于 它们 的 详细 叙述 可 参考 有 关 的 专著 . 


81.1 拓扑 空间 


1.1.1 拓扑 空间 的 概念 


定义 1.1 设 X 是 一 个 集合 ,9 是 工 的 一 个 子 集 族 , РЙ. 
(1)X,é# e A 

(2) #A,B e Z ШАПВе .⁄ 

(3) EA C ZJ) U A e Z 


MUJER. X BJ К, (X, 是 一 个 拓扑 空间 . 在 明确 所 赋予 的 
Aih FNT, A,A 可 简 记 为 X, 此 外 ,多 中 的 每 个 元 素 称 为 拓扑 空间 
A,A 的 一 个 开 集 . 
定义 1.2 设 (X, 当 是 一 个 拓扑 空间 ,x eX, 如 果 U 是 x 的 一 个 
子 集 并 满足 条 件 : 存 在 一 个 开 集 V е .多 使 得 * e V C О, ЯКОЕ х 
的 一 个 邻 域 . 特别 地 ,如 果 U = Fx = UD, 则 称 U 是 x 的 一 个 开 邻 
EK. 
EXLI A,A 是 一 个 拓扑 空间 ,4 С X. 
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(1) WÈ x 的 任 一 邻 域 U 中 都 有 4 中 异 于 x 的 点 , 即 
UN(A- [|x] ) = @, 

则 称 x 是 4 的 一 个 聚 点 . 否则 称 x 是 4 的 一 个 孤立 点 . 

(2)4 的 所 有 聚 点 构成 的 集合 称 为 4 的 导 集 , 记 为 4(4). 

(3)4 与 4 的 导 集 d(4) 的 并 集 4 U d( A) 称 为 4 的 闭 包 , 记 作 4. 

定义 1.4 R,P 是 一 个 拓扑 空间 ,4 CX, 若 d(4) С 4, 则 
称 4 是 中 的 一 个 闭 集 . 

定理 1.1 设 (X,. 妆 是 一 个 拓扑 空间 ,4 CX, 则 (1)(2)(3) 彼 
此 等 价 ; 

(1)4 为 的 闭 集 , 即 d( A) СА; 

(2)4 = А; 

(3)X - A 28 X Е. 

例 1 平庸 空间 

设 关 是 一 个 集合 , 令 .F= 1X,61 , 易 证 .7 是 的 一 个 拓扑 , 称 为 
X AFARI, A 称 为 一 个 平庸 空间 . 

例 2 离散 空间 

设 X 是 一 个 集合 , 令 Z = 2" , 即 由 XX 所 有 子 集 构成 的 集 族 , 易 证 
.9 是 三 的 一 个 拓扑 , 称 为 工 的 离散 拓扑 ,(X,. 仿 称 为 离散 空间 . 

显然 ,离散 空间 的 每 个 子 集 既 是 开 集 也 是 闭 集 . 

注 ” 由 上述 两 例 可 知 ,对 任 一 集合 X 都 可 赋予 拓扑 使 其 成 为 一 
个 拓扑 空间 ,并 且 拓 扑 的 赋予 方式 未 必 唯 一 . 

例 3 n 维 欧 氏 空间 R" 

用 R" 表示 所 有 有 序 的 个 实数 构成 的 数组 的 集合 , 即 

R = |x = (x ,x e ) lx e R,1 <ї<п}|, 

ЖФ R 表示 实数 域 ,实数 x' 称 为 点 x e R" 的 第 i 个 坐标 ,在 R" 中 定 
义 两 点 x = (xz 2... Жу = (у y. y") 之 间 的 距离 d(x,y) 
为 


d(x,y) = 
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集合 R 和 它 的 距离 4 所 构成 的 序 对 (R",d) 称 为 n 维 欧 氏 空间 ,通常 


WA А". 

(1)R" 是 拓扑 空间 

设 x。e Re 为 任 一 正 数 , 令 

Bs(x0) = {x e К" d(xo,z) < gl, 
FRB e(o) 为 Е" PA x 为 中 心 ,s 为 半径 的 开 球 , 令 
F= (АСЕ 对 于 任意 x。e А, ЕВ, (х) C A|. 

DUE FÆ R Hh, AR, A 是 拓扑 空间 . 

(2)R" 是 n 维 向 量 空间 


Ае = (1,0,..…,0) »€2 = (0,1,0,.…,0),.…,e, = (0,0, --- 


1), Је, e, 是 R 的 一 组 基 , 对 于 任意 x,y e R", 则 
在 R° 中 定义 加 法 和 数 乘 为 ; ü 
x+y А Do tyje, А (x type," +y"), 


Ах À > (Ax')e; À (Ax ,Ax"), 
其 中 入 e R, 于 是 R" 是 实数 域 R 上 的 n 维 向 量 空间 ?. 
(3)R" 是 内 积 空 间 
ТЕ К" 中 定义 内 积 (, ) ,x = (xy 一 (y ,7"), 
(х,у) = xry, 
从 而 ((R"),《,〉) 是 内 积 空间 . 


例 4 拓扑 子 空间 (相对 拓扑 ) 0,77) 是 拓扑 空间 ,Y CX, 


令 


© 2 表示 定义 为 
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FZ = ИСУ FEU e ZÍ W = UN 了 Yl， 
ЭЕ, УНЬ, ЖКУ ОНА] X АЗК ТЕНЧ) 相对 拓扑 ， 
YE) #R29( X D 的 一 个 拓扑 子 空间 . 
注 ” 子 空间 传递 性 , 即 如 果 Z 是 了 的 子 空间 ,Y 是 X 的 子 空间 ， 
则 Z 是 X 的 子 空间 . 


1.1.2 拓扑 基 


К" 的 欧 氏 拓扑 是 由 球形 邻 域 族 通过 求 并 运算 产生 的 ,球形 邻 域 
族 在 构造 欧 氏 拓扑 中 起 到 了 基本 性 的 作用 . 类 似 地 , 可 在 一 般 拓扑 
空间 中 提出 基 的 概念 . 
定义 1.5 设 (X,: 妆 是 一 个 拓扑 空间 ,. 罗 C 兄 如 果 .9 中 的 每 个 
元 素 都 是 . 罗 中 某 些 元 素 的 并 , 即 对 于 每 个 Ue FEE D C 有 ,使 得 
О = U В, 


则 称 .2 是 拓扑 .7 的 一 个 基 , 或 称 .3 是 拓扑 空间 X 的 一 个 基 
例 5 (1) 所 有 球形 邻 域 构成 的 集 族 是 欧 氏 拓扑 空间 R" 的 一 个 
++; 

(2) 所 有 单 点 集 构成 的 集 族 是 离散 空间 的 一 个 基 ， 

下 面 的 定理 将 R" 中 构造 欧 氏 拓扑 的 方法 一 般 化 , 即 对 任意 一 个 
集合 ,首先 挑 出 它 的 一 个 满足 一 定 条 件 的 子 集 族 , 然后 由 该 子 集 族 
通过 求 并 运算 产生 一 个 拓扑 恰 以 这 一 子 集 族 为 基 . 

定理 1.2” 设 X 是 一 个 集合 ,.2 是 X 的 一 个 子 集 族 ,如 果 . 罗 满足 
条 件 : 

(1) aP = X; 

(2) ЖР, ,В, є .多 , 则 对 任意 x є В, N B, ,存在 B є .多 ,使 得 
x e BCB, N В,, Хх JT AEJE 

F= |U C XI EE 2; C B A14 U =, U В| 
ЖД Е В 2 2 MR X FERDE X 
4 
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的 某 个 拓扑 的 基 , 则 .如 一 定 满 足 (1) (2). 

我 们 不 难 验证 К" 的 球形 邻 域 族 确实 满足 上 述 定理 的 条 件 (1) 、 
(2) ,因此 它 可 通过 求 并 运算 产生 一 个 拓扑 , 即 R" 的 欧 氏 拓扑 . 下 面 
再 给 出 一 例 . 

例 6 PZN 

ВОХ), 5, (XZ) 是 n 之 1 个 拓扑 空间 , 则 X = X, x … x 
X, 的 子 集 族 

9 = 1х xU l| Ue Fi=1,%,nl 

满足 定理 1. 2 的 条 件 (1) (2) ,所 以 存在 蕊 的 唯一 一 个 拓扑 多 以 .多 
МЕР K o, НОАК, СХ) ООХ), Xn F) 
的 积 空间 . 


1.1.3 连续 映射 和 同 胚 


现在 将 数学 分 析 中 连续 映射 的 概念 推广 到 拓扑 空间 . 

定义 1.6 设 XY 是 两 个 拓扑 空间 ,映射 :XY 一 Y 如 果 了 中 每 
NRE U RIRS U) 是 中 的 一 个 开 集 , 则 称 f 是 从 到 了 的 一 
个 连续 映射 . 

定理 1.3 R(X), OY, Z) 为 拓扑 空间 ,映射 f:X 一 了 , 则 条 
件 (1) ~ (4) 彼此 等 价 . 

(1)f:X — УЖ; 

(2)f 在 XX 上 的 每 一 点 连续 , 即 任 意 x e Хх) 的 任 一 邻 域 
РС) 是 x 的 一 个 邻 域 ; 

(3) FEY, Z) 的 一 个 基 . 罗 ,使 得 对 任意 B e . 罗 , 广 (B) < F; 

(4) 了 中 任 一 闭 集 4 的 原 像 广 (4) 是 了 中 的 闭 集 . 

Ж ”上 述 定理 的 条 件 (2) 等 价 于 :对 任意 x e X K f(x) 的 任 一 
邻 域 更 必 存 在 x 的 邻 域 V, 使 得 AV) C W. (数学 分 析 中 函数 在 一 点 
连续 的 定义 ). 

定理 1.4 i X.Y.Z 都 是 拓扑 空间 , 则 
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(1) 恒 同 映射 id: X — X 4%; 

(2) 车 映射 f:X 一 了 ,g:Y — Z 都 是 连续 映射 ,那么 g。f:X 一 2Z 
也 是 连续 映射 . 

定理 1.5 设 Y,X,,…,X, 为 拓扑 空间 , 则 积 空 间 X, x … x X, [п] 
第 i 个 因子 空间 X; 的 投影 

т:Х, хо х ХХ (х,77,5,) | — x, 

是 连续 映射 , 且 上 映射 /:Y 一 XX， x … x X, 连续 当 且 仅 当 每 个 ri。 疡 7 
— X,(1 < i < n) 都 是 连续 的 . 

设 X, 了 是 两 个 拓扑 空间 ,映射 /:X 一 Y 称 为 同 胚 映射 ,如 果 f 是 一 
В, ВУ," 都 是 连续 映射 ,此 时 称 X 与 Y 蚌 同 胚 , 记 为 X 皇 7. 显 
然 , 同 胚 作为 拓 朴 空间 之 间 的 号 系 ,一 定 是 等 价 号 系 . 


1.1.4 连通 性 


定义 1.7 设 X 是 一 个 拓扑 空间 ,如 果 存 在 X 的 两 个 非 空 不 相 
RFE A,B {EX = 4 U 8B, 则 称 了 是 一 个 不 连通 空间 ,否则 称 X 
是 连通 的 . 

例 7 nn 维 欧 氏 空间 А" 是 连通 的 ,此 外 R' 中 的 任 一 至 少 含 两 个 
点 的 子 集 是 连通 的 当 且 仅 当 它 是 一 个 区 间 . 

定理 1.6 设 X 是 一 个 连通 空间 ,f:X 一 了 是 一 个 连续 映射 , 则 
ЛХ) Æ Y EATE, BAX) 作为 了 的 子 空间 是 连通 的 . 

由 定理 1.6 可 知 连通 性 是 一 个 拓扑 不 变性 质 , 即 如 果 半 是 一 个 
连通 空间 ,那么 与 X 同 胚 的 所 有 拓扑 空间 都 是 连通 的 . 

推论 1 殉 氏 平面 RY 上 的 单位 圆周 S' = | (х0) e RI (х) 
+(x)? = 1} 是 连通 的 ， 

证 明 ” 作 映 射 

f:R — R2;t— (cos2nt,sin27t), 
Ж, f ЖОЕ /(R) = 5'. НРА, НЕЯ 1.6 知 5' 连通 . 

推论 2( 介 值 性 定理 )” 设 X 是 一 个 连通 空间 ,f:X 一 R 是 一 个 连 
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ЯТ, ДОХ) 是 R 上 的 一 个 区 间或 是 一 个 点 . 
定理 1.7 设 ,…,X, 是 n 个 连通 空间 , 则 积 空 间 X, x… x X, 
也 是 连通 的 . 
例 8 n ERS ED ”个 单位 圆周 的 积 空间 
Т = 8 х... x S 
是 一 个 连通 空间 . 
1.1.5 A, 空间 


定义 1.8 一 个 拓扑 空间 如 果 有 一 个 可 数 基 , 则 称 该 空间 是 一 
个 满足 第 二 可 数 性 公理 的 空间 ,或 简称 为 A, 空间 . 

例 9 R 是 一 个 4, 空间 . 

定理 1.8 设 X.Y 是 两 个 拓扑 空间 ,f:X 一 了 是 一 个 满 的 连续 开 
映射 (所 谓 f:X 一 了 为 开 上 映射 , 即 对 XX 的 任 一 开 集 U,f(U) 为 了 的 开 
Ж). 如 果 X 是 4, 的 ,那么 一定 也 是 4, 的. 因此 满足 第 二 可 数 性 公 
理 是 一 个 拓扑 不 变性 质 . 

定理 1.9 А, 空间 的 任 一 子 空间 仍 是 А, 空间 . 

定理 1.10 RX eX, EnA, 空间 ,那么 积 空间 X, x… x 
X, 也 是 A, 空间 . 

例 10 ”由 定理 1.9 知 单位 圆周 $ 是 А, 空间 ,由 定理 1.10 知 n 
维 圆 环 面 = S' x x S 也 是 A, 空间 . 


1.1.6 T, 空间 


定义 1.9 ” 设 关 是 一 个 拓扑 空间 ,如 果 对 XX 中 的 任意 两 个 不 同 
点 *,7 分 别 存在 x 的 邻 域 U,y 的 邻 域 Vv 使 得 UN V = o, ДХ &— 
个 T, 空间 或 称 苞 是 一 个 Hausdorff 空间 . 

@J11 R" 是 一 个 Hausdorff 空间 . 

定理 1.11 设 工 是 一 个 Hausdorff 空间 , 则 
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(1)X 中 的 任 一 有 限 子 集 都 是 闭 集 ; 

(2) Eia) 是 中 的 一 个 收敛 点 列 (存在 x = ,满足 对 x КИЕ 
一 邻 域 0, 总 存在 N e Z', 当 i > МЕТ, х, є U), (а, | 的 极限 点 必 
唯一 . 

定理 1.12 设 拓扑 空间 X 与 Y 同 胚 ,如 果 针 是 7 的 ,那么 Y 一 
ЖА Т, BJ. 

定理 1.13 Hausdorff 空间 的 任 一 子 空 间 仍 是 Hausdorff 空间 . 

定理 1.14 有 限 个 Hausdorf 空 间 的 积 空间 仍 是 Hausdorff 空 
间 . 


1.1.7 ЖЕ 


定义 1.10 设 4 是 拓扑 空间 X 的 子 集 ,. 避 是 X 的 一 个 子 集 族 . 
如 果 4 C ОУ, ДИКА 的 覆盖 ;如 果 . 多 中 的 每 个 成 员 都 是 开 集 ， 
则 称 . 避 为 4 的 开 覆 盖 ; 如 果 . 如 中 共有 有 限 个 成 员 , 则 称 . 名 为 4 的 一 
SARER MRTE A СНА C U 六 则 称 . 名 为 . 必 的 
TEZ. 

定义 1.11 ХИМН], HI ХЕ — Е Н — 
个 有 限 子 覆盖 , 则 称 天 是 一 个 紧 致 空间 . 

定理 1.15 设 X,Y 是 两 个 拓扑 空间 ,f:X 一 了 是 一 个 连续 映射 ， 
如 果 针 是 紧 致 的 , 则 f(X) 是 了 的 一 个 紧 致 集 , 即 作 站 ) 作为 了 的 子 空 
间 是 紧 致 的 ,因此 紧 致 性 是 一 个 拓扑 不 变性 质 . 

定理 1.16 紧 致 空间 的 每 个 闭 子 空间 都 是 紧 致 的 . 

ТЕШ 1.17 Hausdorff 空间 的 紧 致 集 必 为 闭 集 . 

ж ” 紧 致 空间 : 闭 集 > 紧 致 子 集 ; 

Hausdorff 空间 : 闭 集 = 紧 致 子 集 ; 

紧 致 Hausdorff: 闭 集 — 紧 致 子 集 . 

定理 1.18 ”有限 个 紧 致 空间 的 积 空间 仍 是 紧 致 空间 . 

定理 1.19 设 4 是 n 维 欧 氏 空间 R" 的 子 集 , 则 4 为 紧 致 集 当 且 
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仅 当 4 是 一 个 有 界 闭 集 . 

例 11 由 定理 1.18 知 ,n 维 单位 球面 5"( 取 关于 R 的 相对 拓 
扑 ) 是 一 个 紧 致 空间 ,特别 地 ,5S! 紧 致 ,又 由 定理 1. 18, 圆 环 面 T 也 
是 紧 致 的 . 

推论 2 S RT ЖЫ К" AR. 

证 明 ”如 果 R" 与 5 或 7 同 胚 ,由 例 11 及 定理 1.15 知 R' 一定 
也 是 紧 致 的 ,而 定理 1. 19 告诉 我 们 这 是 不 可 能 的 ,所 以 "与 5 及 TT 
都 不 同 胚 

定理 1.20 ” 设 X 是 一 个 紧 致 空间 ,f:X 一 R 是 一 个 连续 映射 , 则 
存在 x。,x，e XX, 使 得 对 任意 x e X, 有 

Кх) < f(x) < fa). 

换言之 定义 在 非 空 紧 致 空间 上 的 连续 实 函数 必 有 最 大 值 和 最 小 值 . 

定理 1.21 ”从 紧 致 空间 到 Hausdorff 空间 的 任 一 连续 映射 都 是 
闭 映射 . 

推论 3 ”从 紧 致 空间 到 Hausdorff 空间 的 任 一 连续 映射 必 为 同 


Ж. 
81.2 向 量 值 函数 
W R” 为 т 维 欧 氏 空 间 ,x є R” WA 
х = (xw, ), 
则 


(х,у) = x + = жату" 
R" 的 欧 氏 内 积 , 其 中 y = (ypy) ,此 时 x 的 模 长 为 


1x1 = (у Ge). 
1.21 向 量 值 函 数 的 概念 
定义 1.12 È UER 的 一 个 开 集 ,映射 
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f.U — R" 
称 为 向 量 值 函数 . 
Ж U = (а,Ь) CR 时 ,向 量 值 函数 /:U К" ЕК" 中 的 一 
条 曲线 . | 
ЖУ 1.13 їй: = 1,…,m, 有 映射 
m R" R;x = (x', 0 z") — x° 
HAP i MERRE ЕВУ {РЕЖ f. U 一 R” 可 表示 为 
у= Кх) = (Р (а), f(x)). 
其 中 f = 7'。f 是 通常 的 m 元 数值 函数 , 称 为 /的 第 ;i 个 分 量 函 数 . 
WIH) BRAR 一 R 将 每 点 P e R 对 应 到 它 关 于 原点 0 
的 对 称 点 , 即 
zi) = (а, а, а) х = (х,а) e R°. 
它 的 分 量 函 数 
Р(х) =- x, = 1,2,3. 
例 2( 反 演 ) BSR – |(0,0)] >R 定义 为 
f(x ,x ) = (ny + (2)? (x) + (х^)? 
x = (x,x) є R° – |(0,0)]. 
其 几何 意义 是 将 x є R – 1(0,0)] 对 应 到 半 直 线 Ох ЕВЕ 
xti f(x)! = 1 的 点 AFx), 即 
Дк) =l fü) 1 рр = гүз 
7 的 分 量 函 数 为 
f(x ,x ) = (х1)? + w 
例 3( 投 影 ) 向量 值 函数 广 R — R° ,定义 为 
Кх уау) =) 
表示 R 的 点 x ЖЕ] х\х 平面 上 ,其 分 量 函数 为 


f(x x ай) = x ,i = 1,2. 


), 


= 1 ,2. 
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1.2.2 向 量 值 函数 的 连续 性 


定义 1.14 ”如 果 向 量 值 函数 UCC А") 一 R" 的 每 个 分 量 函 
数 都 在 x。eU( 或 U 上 ) 连续 , 则 称 向 量 值 函数 /在 点 x。 (sk U E) 
连续 . 

Ë В" 的 欧 氏 拓扑 与 R” 作 为 积 空 间 R” =, х == xR 的 积 拓 
扑 是 一 致 的 . 

定理 1.22 回 量 值 函数 六 (CR") К" EA x e U0 连续 的 
充 要 条 件 是 对 f(x。) 的 任 一 邻 域 站 ,存在 x, 的 邻 域 W 18148 f( W) 
C v. 


1.2.3 аар АУРЕ 


定义 1.15 ”如 果 向 量 值 函 数 /:U( C R) — R" 的 每 个 分 量 函数 
都 在 zx е UCU E) 可 微 , 则 称 向 量 值 函数 /在 xo( 或 U 上 ) 可 微 . 
特别 地 ,如 果 f 的 每 个 分 量 函 数 在 x。e U( 或 U 上 ) 都 是 C” (光滑 ) 
ВЈ, ШЕКЕ xo е UEU E) £ C" (光滑 ) 的 . 

我 们 今后 主要 讨论 光滑 情形 ,由 定义 及 定义 1. 14 可 直接 得 到 

定理 1.23 FRAAS UCC К") — R" 在 点 x 可 微 , 则 f 
必 在 点 xo 连续 . 

定理 1.24 HERAS U C К") — R" 在 点 x 可 微 的 充 要 
条 件 是 存在 一 个 线性 映射 4:R” 一 R" fi n 维 向 量 值 函数 R(x,xo) = 
(r(x,xo),… ,r(x,xo)) ,使 得 

Ках) = f(x) +t A(x—-xo) +l х - xl R(x,xo), 
H 
lim | R(x,xo)| = 0. 


证 明 STE xo [ЙЫК fB) n PIREN a,oa"), HE 
Xo = (х,у) 可 微 ,其 充 要 条 件 是 
11 
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Р(х) = Р(х) + усе — x) +i x — xo | r(x,xo). 
其 中 Ст, Cs 为 常数 , 且 


limr“(x,xo) = O. 
х0 


将 上 述 两 式 写成 矩阵 形式 
Р(х) Р(х) С С.ү -| 
: = : : : : +i x - х | 
А m G ` :| - x 
r'(x,zxo) 
ИЩ 


+ 


г (х,хо) 0 
lim : = | : | 
和 一 >X0 r'(x,xo) 0 
明显 地 ,定理 中 的 线性 映射 为 
х! Ci ` С, x! 
| : Н: T) 
х" Сто С" Ах" 
Тар E (ñ РА ВП 
r'(x,xo) 
К(х,х,) = : Ы 
г"(х,х0) 


Ж ”由 定理 1.24 可 知 ,向 量 值 函 数 /:U( C К") — R" 在 点 和 可 
微 的 充 要 条 件 是 作 x) — f(x) 与 x - x 在 允许 相差 一 个 较 1x - xo! 
高 阶 无 穷 小 的 条 件 下 ,f(x) - f(x) 与 x - xo 之 间 仅 相差 一 个 线性 映 
射 . 
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推论 4 ”条 件 如 1.24 ТУК, КАНЕВА А.К" — R" 为 向 量 值 函 
BS TEI xo 的 微分 , 记 为 Df( хо) , 它 所 对 应 的 系数 矩阵 ( C? ) 为 f 在 点 
xo 的 Jacobi 矩阵 , 即 


а 0а) асы) 
(С) = азы, -| : 

Pea) e Len) 

дх 


下 面 我 们 给 出 向 量 值 函 数 f;U( C А") — R" TER x; 微分 的 几何 
定理 1.25 设 向 量 值 函 数 /:U( C R") — R" 在 点 x 可 微 , 则 对 
任意 的 ve R", 必 存在 R” 中 的 一 条 曲线 a: ( - e,e) — R", WE 
a(0) = х,,0'(0) = "此 时 
РК хо) (0) = (f° а)'(0), 
即 Вухо) (0) 为 R" 中 的 曲线 fa ЖЕ f(x.) 点 的 切 向 量 . 
证 明 ”显然 满足 a(0) = x,a'(0) = v 的 曲线 a 是 存在 的 ,如 
直线 a(1) = xo + tw, ERWA D) o) 有 
ap of 


PE ө jr) (а')'00) 

ра) =| : : | : | 
Ө) ... Fen) Ca") ' (0) 
дх дх 


У F а) ' (а) '(0) 
i=l OX 


L (ao) + Ca) 00) 
ðx 


(f ° «)'(0) 


: | (f° a) (0)， 
(Р о а) '(0) 
ERP a 6,0" 为 a 的 m 个 分 量 函 数 . 
定理 1.26( 链 式 法 则 ) ” 设 UV 分 别 是 R"、R" 中 的 开 集 ,f:U 一 
R",z:V 一 R" 是 向 量 值 函 数 ,A U) C V. 如 果 f 在 x。e U ui, z 在 
/\%) eV 可 微 ,那么 向 量 值 函数 g。f:U — R" fE x 可 微 , 且 
D(g° f)(xo) = Dg(/(xzo)) ° Df(xo), 
Hl(g Све") aG) а, зу") 
alx, x") о aly, y”) 8(x xP) о 
证 明 : 只 证 明定 理 的 第 二 部 分 . 对 任意 的 ve R", 取 R" 中 的 曲线 
a, 使 得 a(0) = z,a' (0) = v, 反 复 利 用 定理 1.25 得 
(в Ў) (xo)(v) = Dlg. Р) (хо) (a (0)) = (g° f° @)'(0) 
= Dg(/(xo) )( (f° а) '(0)) 
= Dg(f( xo) ) Df( xo) (o (0) ) 
= ре( х) ) 0 (х) (0), 
由 ”的 任意 性 知 D(g。 思 (xzo) = Deixa) ) Df хо). 


1.2.4 БХ 


Ko) 


定义 1.16 设 UV 是 R" 中 的 开 集 ,如 果 上 映射 f:U 一 VV 为 双 射 ， 
Н/Ж! 都 是 C” 的 , 则 称 / 为 C” 同 胚 ( 光 滑 同 胚 ) ,此 时 称 UV 是 
C” 同 胚 的 . 

E1. 27( RARE) 设 U 是 R" 中 的 一 个 开 集 ,f:U 一 R” 
是 C” 映射 ,x。e U. 如 果 Df(x。o) 非 奇 异 , 则 /在 x 点 是 局 部 C” 同 
HE, BUTETE xo В УЭЕ W C U, f(x.) 的 开 邻 域 ,使 得 7 = 
КЕ), B f.W — С" [ Ж. HE x є У,у = f(x) , 则 广 在 y 点 


Ф ”参见 白 正 国 等 著 ;《 黎 曼 几何 初步 》, 北 京 : 高 等 教育 出 版 社 ,2004 年 版 
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的 微分 为 
Df' (у) = (Df(x*)) `. 
Ж m = 1070) = у 
推论 5 设 0 为 R" 中 的 开 集 ,f:U 一 R" 为 C” 映射, 若 Df 在 U 
上 非 奇 异 , 则 f 是 开 映 射 . 
推论 6 UHR" 中 的 开 集 ,f:U 一 R” 为 C” 映射 , 则 f:U 一 
AU) 为 C” 同 胚 的 充 要 条 件 是 /为 单 射 , 且 Df 在 U 上 非 奇异 . 
证 明 ”必要 性 是 显然 的 ,下 面 证 明 其 充分 性 . 
HT /:U—f(U) 为 单 射 ,因此 存在 逆 映 射 
РКИ) — U. 
又 Df 在 U 上 处 处 非 奇 异 ,由 推论 5 СО) 为 R” 中 的 开 集 ,又 由 定 
理 1.27 知 广 在 每 一 点 y e f( U) 都 是 C” 的 ,从 而 广 EAU) 上 是 
С” Ё. 
例 4 证 明 疝 量 值 函数 
Р.Е? — R; (x! ,x ) — (е cosx? „е“ sinx? ) 
是 一 个 局 部 C” 同 胚 , 即 f 在 R 上 的 每 一 点 都 是 局 部 С" ЕЈ. 
证 明 “显然 /是 C” 的 ,又 对 任意 (x' ,x*) є R°, 
й а 


上 
4де Df(x! ?)) = det| 


= qa [° соз Е е ы) = е = 0. 
Рт f R— hayt С“ ЕНЕ. 

注意 上 述 变换 /将 垂直 直线 *”= хо ВН R° 上 以 原点 为 圆心 ， 
半径 为 ed 的 圆周 ,将 水 平 直线 x** = x 映射 为 上 过 原点 且 斜 率 为 
tanx 的 直线 . 
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1.2.5 ЖЕЕ 


ЖХ 1.17 ОЖК" 的 开 子 集 ,f:U — R 为 C” 映射 ,映射 / 
的 Jacobi 矩阵 在 点 x e U 的 秩 称 为 映射 /在 x 点 的 秩 , 若 对 每 个 x є 
W( C U) ,f 的 秩 均 为 , 则 称 f 在 W 上 的 秩 为 x. 

定理 1. 28( 秩 定理 ) 了 ?了 С.Н А", К" 中 的 开 集 ,f:6 一 
H ж С” 映射 , 且 f 在 GC 上 的 秩 等 于 r. 如 果 点 x e G,y = f(x) < H, 
则 存在 x,y 的 开 邻 域 Co C G, H СН R" ,R" 中 的 开 集 UV 和 C” 
ШШ 

u:Go + ОСС R”),o;H,— V( C К"), 
Ж {ШЫ vo fo v :7 一 V 具 有 下 述 简单 形式 
vo fo u(x ,xX") = (x, 0, ,0). 


л-г 
Ж ” 秩 定 理 告 诉 我 们 的 是 在 定理 1.28 的 条 件 下 , BB f. G( c 
К") —H( C R") 在 G 上 的 秩 恒 为 某 个 常数 r, 则 f 在 6 上 每 点 x 的 附 
近 可 通过 局 部 C” 同 胚 简单 表示 为 R” 中 的 点 在 前 7 个 坐标 构成 的 r 
维 坐 标 面 上 的 投影 . 


513 张 量 代数 


本 节 所 要 介绍 的 张 量 代数 是 为 深入 研究 微分 流 形 作 一 些 代 数 
上 的 准备 . 张 量 的 概念 是 G. Ricci 在 19 世纪 末 提 出 来 的 ,Ricci 研究 
张 量 的 目的 是 为 几何 性 质 和 物理 规律 的 表示 寻求 的 一 种 在 坐标 变 
换 下 不 变 的 形式 . 他 所 研究 的 张 量 是 如 同 向 量 的 分 量 那样 的 一 组 数 
组 . 要 求 他 们 在 坐标 变换 下 服从 某 种 线性 变换 的 规律 . 近代 的 理论 
已 经 把 张 量 叙述 成 向 量 空间 及 其 对 偶 空 间 上 的 多 重 线性 函数 ,但 是 
用 分 量 表示 张 量 仍 有 它 的 重要 性 ,尤其 是 涉及 张 量 的 计算 . 


Ф 参见 白 正 国 等 著 :《 歼 晕 儿 何 初步 》 ,北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2004 年 版 . 
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1.3.1 向 量 空间 及 其 对 偶 空 间 


定义 1.18 БРЫ ЗЫ К 或 复数 域 C. 
(1)F 上 的 一 个 向 量 空间 V 是 一 个 集合 , 它 具有 加 法 和 数 乘 两 种 
运算 : 
(1) IME: V x V— У; (X,Y) 1 一 X+Y,V 关 于 加 法 构成 一 个 变换 
群 ,其 零 元 记 为 0; 
(ii) 数 乘 : x V— У; (а,Х) 一 aX, 且 对 任意 a,B є Е,Х,Үє 
V 有 
«(Х+Ү) =aX+aY,(a +B)X = aX + ВХ, 
(а8)Х = «(ВХ), 
1Х = Х,0Х = 0. 
最 后 一 个 等 式 左 侧 是 数 零 , 右 侧 是 了 的 零 元 . 
向 量 空间 了 的 元 素 称 为 向 量 . 
(2) 如 果 向 量 空 间 Y 上 还 有 一 个 乘法 计算 O :Vx V— V; (Х,У) 
一 XOY, 使 得 (V, +,O ) 成 为 一 个 环 , 且 了 关于 数 乘 和 乘法 О 满足 : 
对 任意 a є F,X,Y e VË 
(aX) OY = a(XOY) = ХО(аү), 
ШЖ УЖЕ БЕ, ЗЕ Я. 如 果 结 合 代数 (V， 
+, 数 乘 ,O ) 关于 乘法 © 还 是 交换 的 , 则 称 其 为 上 的 交换 结合 
数 . 
定义 1.19 设 了 是 域 尺 上 的 向 量 空间 , 记 
V" = {01 9:V 一 下 为 线性 映射 | ， 
EV 中 几 自 然 的 方式 定义 加 法 Ө + о 和 数 乘 a0: 
[# = =0(X) +о(Х), XeV, 
(a0)(X) = o0(X), X є V,a є Е, 
则 V* 成 为 F 上 的 一 个 向 量 空 量 , 称 为 V 的 对 偶 空间 . 
现在 考虑 V” Ел FIDEL w ,…,w" ,使 得 


微分 流 形 基 础 


(оў ,е,) А w (е,) = ë, 
其 中 e, ,…,e, 是 向 量 空间 了 的 一 组 基 ,8 为 Kronecker delta, В 


8 = 152 
0, ¿i=j 

BR o, o 是 线性 无 关 的 , 且 对 于 任 一 个 9 e V 有 
ө = У, ө(е) а, 


ос EV 的 一 组 基 , 称 为 1e,| 的 对 偶 基 , 以 V"" Жл V" 的 
对 偶 空间 . 
定理 1.29 VÆV” 的 对 偶 空间 . 
证 明 ”定义 配对 为 
(VxXV — F;(X,6) — (X,w) = w(X), 
易 见 ( ,〉 对 每 个 自 变 量具 有 线性 ,从 而 X 是 V” Еу EBR 
射 , 则 VC V**. 另 一 方面 ,任意 pg eV" , 令 


X = $ САГ 
ІХ |е,| 为 了 的 一 组 基 , [01 Alel МЖ. 不 难看 出 任意 w є 
V, 


(X,w) = p(w), 
W X = p, 从 而 VDTY SRE V = V**. 


1.3.2 张 量 的 定义 


定义 1.20 设 太 ,亚太 是 个 向 量 空间 , 若 -元 函数 
f:V, x V, хоху, —R, 
对 于 每 个 自 变 量 都 是 线性 的 , 即 对 于 任意 wps E И, (а = 1,…,r)， 
À є R, 
大 
所 AAA 
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则 称 f 是 Vx… xV, 上 的 r 重 线性 函数 , 它 的 全 体 记 为 -2 V,,…,V 
R). 

特别 地 ,Vi,R) = Vr. 

定义 1.21 设 V 是 n 维 向 量 空间 ,V" 是 它 的 对 偶 空间 ,V 上 的 一 


rama —. 
个 (r,s) 型 张 量 是 指 Y”x … x V” xx … xV 上 的 一 个 r +s ER 
性 函数 ,其 中 7 称 为 反 变 阶 数 ,s 称 为 协 变 阶 数 ,全 体 V 上 的 (7,s) 型 张 
量 的 集合 记 为 六, 即 
V; = £ у" єз,” ‚Уз VR). 
r 个 


3 个 


特别 地 , (1,0) 型 张 量 就 是 了 中 的 元 素 , 称 为 一 阶 反 变 张 量 , 即 И, = 
V = Z(V';R);(0,1) 型 张 量 就 是 V” 中 的 元 素 , 称 为 一 阶 协 变 张 
量 , 即 VW = V' = Z(V;R). 

现在 我 们 介绍 张 量 的 古典 定义 , 它 与 定义 1.21 是 等 价 的 . 先 看 
几 个 例子 . 

例 1 1 和 阶 反 变 张 量 , 即 向 量 空间 V 中 的 元 素 s. 

设 16,1 是 了 的 一 组 基 , 则 Vo eV, 有 


v= Y vô, 
下 面 看 v 在 基 变 换 下 的 变换 规律 
又 设 16.1 是 V 的 男 一 组 基 , 则 


2 三 Y ө. 
BEIS! 5161 之 间 有 如 下 关系 
ó, = У а8,, 


或 
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_ а! at аў 
Š, 1 2 a (8 б, 
Š, | 2 И Š, Š, 
al al з a" 
则 
р = уыш, 
HP (b) 06) ТОЙ 
J (ьт в” о" о" 
这 就 是 说 ,向 量 空间 的 基 作 变换 
Š, 8, 
ô salè, 
ó, Š, 
MER o Н) ЧИИ 满足 下 列 变换 规律 
19|" |, 


BI V AE v ЕРЕН НАЕ ЫИ BEBE ,此 时 , 称 向 量 ， 
的 分 量 服从 反 变 变换 规律 . 
例 2 一 阶 协 变 张 量 w, 即 向 量 空间 了 的 对 偶 空间 V° 的 元 素 
Belai 是 了 的 一 组 基 ,15 是 V" 的 基 ( 对 偶 基 ) , 则 Vo e И", 
有 
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w = S ов, 
X42181 是 V 的 另 一 组 基 , 15'| 是 它 的 对 偶 基 , 如 果 5, = У абу. 


j=l 


5 = Yb. НЫ) Alal) 的 逆 知 阵 ,或 


8! Би 
ó" Би 
设 w EIERS 下 ,有 | 
о = Xo 
则 | 
w; = Y ао, 


即 当 基底 变换 时 ,w 分 量 的 变换 矩阵 与 基底 变换 矩阵 一致 ,此 时 的 
分 量 遵循 协 变 变换 规律 ， 

З 考察 VY 上 的 (1,1) 型 张 量 , 即 二 重 线性 函数 /:V* x V — 
R. 


115,1 ЖУН, 161 ERIBE, SPE Y(w,z) e У" x V,WJ 


v= У, ®&,ф = > oð, 
J(o ,ъ) = У ои 5) А Убе’, 
WIL 为 张 量 f 在 基 |6,| 下 的 分 量 . 下 面 考察 这 m’ 个 数 在 基 变 换 下 
的 变化 规律 . 为 此 ,又 设 15} 是 了 的 另 一 组 基 ,15 1 是 其 对 偶 基 , 则 
à = Bes, Š = У, 55, 
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HP (bi) (ај) 的 道 矩 阵 ,于 是 在 基 18} 下 ,f 的 分 量 
ГА = 8,8) «ЛУН, у аб) = У маи, 
这 说 明 分 量 广 关于 上 指标 遵循 反 变 变 换 规律 , 关于 下 指标 遵循 协 变 


变换 规律 . 
— ЖЬ, 015,1 是 向 量 空间 了 的 一 组 基 ,18 | 是 15:} 的 对 偶 基 ， 


Вр 
TOET EE NEA 
0, 15]. 
车/ 是 一 个 (r,s) 型 张 量 , 对 于 
Qa е ,0 ,9 є V, 
并 设 


o = 05,1 < k < r, 
v = vð, l < Í < s. 
这 里 我 们 约定 在 一 个 项 里 ,上 .下 指标 相同 字母 时 , 则 表示 在 该 
指标 的 变化 范围 内 求 和 (除非 另 有 说 明 ) , 则 
Ка! загу b.) 
= a 
A рт ЕС А poi. чй, 
АННУ = (8... 85.8 ,…,6,) ,它们 总 共有 mm 个 , 称 为 张 量 在 
18,1 下 的 分 量 . 容易 验证 , 当 V 的 基底 16,1 变换 时 ,分 量 f "关于 
下 指标 遵从 协 变 变换 规律 (f 关于 下 指标 的 变换 规律 与 基 变 换 规律 
一 致 ) ,关于 上 指标 遵从 反 变 变 换 规 律 (/ 关于 上 指标 的 变换 规律 是 
AAMER EDERE) , 即 若 16.1 是 了 的 另 一 个 基底 , 且 


= > al,8,, 
i=l 
则 张 量 f 在 基 {6,1 ВУ У 满足 
Л ааа Д, 
22 
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ЖОБ) 是 (a; ) 的 转 置 的 逆 和 矩阵 . 
反 过 来 ,如 果 对 于 v 的 每 一 个 基底 16,| 都 指定 一 个 由 т" 个 数 


构成 的 数组 1"! ,其 中 7 表示 上 指标 的 个 数 ,s 表示 下 指标 的 个 数 
HEJLS) FE 

б, = а!.6,, 
时 ,相应 的 数组 按 


УШ = = bm b aeva у, А РИА 
变换 ,那么 一 定 存在 一 个 (r;s) ЖЕШ r DL ЖГЕЛЕЗ& (9,1 下 的 
分 量 ,实际 上 , 令 
Ка" чәе ,рр,зер,) = До os оа, 

Жү a = а є V* v, = në, e V. 

Ricci 就 是 用 此 变换 规律 来 定义 (r,s) WKE. 

定义 1.21 设 V 是 m 维 向 量 空间 ,16.| 是 V 的 一 组 基 , 1 
EH т" 个 数 构成 的 数组 ,其 中 7 表示 指标 个 数 ( 反 变 阶 数 ) ,s 表示 
下 指标 个 数 ( 协 变 阶 数 ) , 当 基 底 按 


ó; = У, абу, 
变换 时 ,相应 的 数组 
fu = bp -bg Е Бу а аў ай ` аў 1 
Jerh(b) Ela) ЖЕЕ, яу) 为 (r,s) 型 张 量 


例 4 ”向 量 空间 V 上 的 线性 变换 f:V 一 V 等 同 于 一 个 (1,1) 型 张 
ВРУ xV->R,Y(a,v) e V' xV, €X 
Faw) = a(f(v)). 
显然 J 是 V”x V 上 的 二 重 线性 函数 ,从 而 是 (1,1) 型 张 量 . 
另外 ,按照 Ricci 关于 张 量 的 定义 ,也 可 说 明了 是 (1,1) 型 张 量 . 
15,1 是 V 的 一 组 基 ,161 是 16,1 的 对 偶 基 , 则 


m m 
а = У að, = У 8, 
i=l i=l 
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Къ) = У, ида, 


«(/(ь)) = Y va(/(8)) 
= Xe a 
АБУ 
下 面 考虑 一 组 数 坊 } 在 基 变 换 下 的 规律 BIS 是 了 的 另 一 组 
基 ,18 | 是 其 对 偶 基 . 若 8 = у, «гв. 


5 = Yus. 
ДНО) 是 (qf) Же. 于 是 
Fi = Кё 8) 
= /( (у b, È об) 
= >, bafo ,6,) 


= -5 ваў. 

这 说 明 分 量 广 关于 上 指标 遵循 反 变 变 换 规 律 ( 变换 矩阵 是 基 变 
HERRENE) ,关于 下 指标 遵循 协 变 变换 规律 ( 变换 矩阵 是 
基 变 换 和 矩阵) ,按照 Ricci 关 于 张 量 的 定义 1 是 (1,1) 型 张 量 , 它 是 
由 线性 变换 /确定 

F = 6(f(6,)). 

1.3.3 张 量 积 运算 

设 V 是 m 维 向 量 空间 ,V 上 的 所 有 (7,s) 型 张 量 构成 的 集合 记 为 
V; „Вр 

V = (И х x V* x Vx ху; В), 
24 
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对 于 不 同类 型 的 两 个 张 量 ,可 定义 这 两 个 张 量 的 张 量 积 . 
定义 1.22 (r,s) 型 张 量 /与 (7,,s,) 型 张 量 g 的 张 量 积 , 记 为 
f@z 是 一 个 (mn + ms + s) 型 张 量 ,其 定义 
(四 本 (ore 


1 ... а" ... . nti ... ап? 
А Ќа 5 ты ‚б, Va) g(a , ‚=! , 
2 Dao). (1) 
1 ri+r * 
其 中 wa И; Ж 2 e ү VITT sVs у, € V. 
ritr s1+s2 


i ба ЕЖУ x… ху xVx… x V—ƏRBJ(r, +r,,s, 
+5.) 重 线性 函数 . 
特例 
(1)a,B e Ү*,Ше,8Ж(0,1) 型 (1 阶 协 变 张 量 ) , 则 ac OÆ 
二 阶 协 变 张 量 ,其 定义 
(а 68) (0,0) = alv) Br), 0,0 є V. 
(2)v e V,a e У", о GQ a 是 一 个 (1,1) 型 张 量 
о б) а(ю',0) = u (0) * o(u,). 
张 量 的 张 量 积 有 以 下 的 运算 律 ,其 证 明 留 作 习 题 . 
(i) 分 配 律 ,fp е Vig e V2 
(Л +f.) @ z = Л @ z + f, @ z. 
(1) 结合 
(a @B) OY = o @ (8 @ y) Š o @ 8 @ y. 
现在 取 定 了 的 一 组 基底 15;1 16 1 是 其 对 偶 基 ,于 是 借助 于 张 量 
积 运算 可 构造 (r,s) 型 张 量 
6, @ 6, © @ ë, @ ë" O OF, 
其 定义 
8,, ® @ 6, бу) ë Qe CLACH ККС, 
= a (8,) a (8) + 8" (01) "8 Co) 
= alai йа 
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ЕФ о = У, ad so = У, við; 于 是 对 于 任意 /<s V, 

Ка! ИСС = а-а . AREETA 

= fis, @ ë, @ ë, OF OO (a ,eo 0), 
从 而 

f = Рб, © 008, DFO @ 8° , 
其 中 
3) 

定理 1.30 在 向 量 空 间 中 取 定 基 |6;1 ,在 对 偶 空 间 V" 中 取 对 
偶 基底 15 1 , 则 
[8 @ó, @ 905, OF OO Si i Jj «т, 
给 出 m“ 个 (r,s) 型 张 量 , 构 成 空间 И, 基底 ,因此 dim = m”. 

证 明 ”只 要 证 6, 罗 … 因 5 OF Oo OF 线性 无 关 , 设 有 线 
性 组 合 为 零 Вр 

Р, @ > @ 8, @ 8" @ WE = 0, 

两 边 用 (6",…,6* ,6, ,… ,6 ) 作用 ,注意 
1 k=l, 
0 kL 
л = 0. 65, Q @ ó, OT O OP ЖЖЖ. 

定义 1.23 设 V,W 是 两 个 向 量 空间 ,由 形 如 张 量 积 w Bw(v є 
V,w e W) 的 元 素 生成 的 向 量 空间 称 为 Y 和 丈 的 张 量 积 空间 , 记 为 了 
@ W. 

定理 1.31 У, ¿rB EE m Ë п 维 向 量 空间 , 则 它们 的 张 量 
PZE VOW Æ mn 维 向 量 空间 . 

证 明 EVA W PORRE]: <i<m|l 和 |e,:] оп, 
# £ є V,m e WME, 分 别 表 示 为 


£ = 2 ESN = È п'е, 


S) = ë = | 
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从 而 E@ = > > £ тб, е, ТУС WW 的 元 素 都 是 形 如 EC@ nE 

є У,п є W) 的 元 素 所 生成 ,因此 ,V ® 焉 中 的 任 一 个 元 素 £ б n 能 表 

ях т, п Ж 6, Qe, l < í < m,1 an 的 线性 组 合 . 
下 面 说 明 |6; © e, 1 1 < ¿i = m,1 < a < n| 是 线性 无 关 的 , 设 


> У, а“б, @ e, = 0, 
两 边 用 (2 ,o ) 作用 , 则 


-$$ COROS 


pal, е) AELA], lel 的 对 偶 基 , 从 而 15, @e。| 是 线性 无 
关 的 ,于 是 15; бе| Ж Уб 四 的 一 组 基 . 

一 般 地 ,向 量 空间 V 上 的 (7,s) 型 张 量 构成 的 空间 И, 可 以 看 成 
张 量 积 空间 

ve @ v@v` @ — @ `. 
任 一 个 (r,s) 型 张 量 /可 表示 为 
f= Xua, @ 96, @ 8" @ --: ӘӘ. 

其 中 15 E ҮШ, 1971 BRIBE ТУ AKES AFE e, 的 分 
a. 

定理 1.32 Wiel, 12,1 39 n 维 向 量 空间 V 的 两 组 基 ,2 = 
У, ie , 则 两 组 量 | qh: Ж ФС 为 同一 个 张 量 由 = И 的 对 应 分 
量 的 充 要 条 件 是 它们 满足 关系 式 

Фи = У соу aonn > 
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其 中 (WW) = (а). 
定理 1.33 фе Vl, e V2, lel 为 V 的 一 组 基 , 则 $@vy 
关于 |e,} 的 分 量 为 $ 和 由 关 于 |e;| 分 量 的 乘积 , 即 
(фу) = фт nen. 
定义 1.24 设 ie,i 为 n 维 向 量 空间 V 的 一 个 基 ,1w | 为 其 对 偶 
Ж, 
T = X, @ ++ @ X, DQE Wr eV. 
固定 的 指标 (i,j) 定义 
Cup T = (X, 0) X, @ --- @ X, @ --- @ X, @ 0' @ --- @ 0! @ --- 
96, 
其 中 “和 ”表示 去 掉 该 因子 ,对 于 一 般 的 (r,s) 型 张 量 由 e 六 ,我 们 将 
ATF Cup 线性 扩张 后 作用 到 中 上 ,就 得 到 一 个 (r - 1,s - 1) 型 张 量 
Сарф є ү ,具体 表示 为 (采用 Einstein 和 式 约 定 ) 
Caph = Сафие, @ > @ e, @ u" ® Ou” 
= фи Сү (е @ е, ш" @ --- бш“) 
ple wie, @ --: @ ё„ 9 @ е, и" @ 
OWIQ ш" 
= ФИГ Т е, @ > @ ё„ @ --: @ e, DW 
QWA бф ш”, 
我 们 称 运 算 Cu V. 一 У 为 张 量 的 缩 并 . 
定义 1.25 ” 作 域 上 所 有 向 量 空间 VV 的 直 和 
AV) = È Vi 


其 中 的 元 素 形 如 У X.X, е V ЖАРИ АЕР, N AV) 


为 下 上 的 无 限 维 向 量 空间 ,利用 张 量 的 乘法 O AV) 为 域 忆 上 的 一 
个 结合 代数 , 它 称 为 VY 上 的 张 量 代 数 . 
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FP (V) =V, (V) = ФУ, 
EAV) 的 两 个 子 代数 . 


1.3.4 ”对 称 和 反对 称 协 变 张 量 
这 一 部 分 我 们 研究 Y= V @ … @ V° 中 两 类 特殊 张 量 . 
— 


定义 1.26 фе V, EHER X eX, є У, ЕҢ 
由 (大 X X... X) = (X X. X... X), 
(1 <a,b < r), 
称 r 阶 共 变 张 量 由 是 对 称 的 ;而 若 
中 (天 有) = 一 中 (和 
(1 <sa,b < r), 
则 称 由 是 反对 称 的 . 
Ж (1) Re eV, 则 4 为 对 称 张 量 (反对 称 张 量 ) 的 充 要 条 件 
是 它 的 分 量 关于 各 指标 是 对 称 ( 反对 称 ) 的 . 
(2) 记 
ОСИ") = {фе V1 中 是 对 称 的 |， 
ЛИ) = |ó e V.] 4 是 反对 称 的 | ， 
MOVO 和 ЛОУ") 为 V, 的 于 空间 . 
(3) 以 g(r) 表示 rr 次 对 称 群 ,以 sgnc 表示 置换 oe olr) 的 符 
号 , 即 
senc = 全 с 为 偶 置换 ; 
- l, 为 奇 置换 . 
则 
(i)jo 一 sgno ж ф(г) 到 由 两 个 元 素 {1, -1| 构成 的 乘法 群 的 同 


ж 
б^. 
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(1) 任意 o є p(7) ,确定 了 VV 的 一 个 自 同 态 ( 仍 记 为 go)o:V, 一 
V,, 其 定义 为 对 任意 $8 e V K X... X е V, 
op(X,,.…,X,) = (X. Xan) , 
从 而 
p HER eVo є ф(г),оф = ó; 
中 反对 称心 Vo є olr), op = sgno · $. 
定义 1.27 ЖҮ 上 定义 线性 变换 S. ,4. 分 别 为 
5(Ф) =F > оф, 
А,(ф) = 1 Y (sgno)og, 


сєф(г) 


称 S, 和 4, 分 别 为 对 称 化 算 子 和 反对 称 化 算 子 . 
BS 设 由 是 2 阶 协 变 张 量 , 即 由 < V,a 


S.(0)(X,,X,) = FAA, X) + A,X), 


易 见 
S.(0)(X,,X,) = 8,0) (X, X), 
从 而 5,(ф) 是 2 阶 对 称 的 协 变 张 量 , 同 理 
AP) XXa) = HAXA) ~ Ф(Х,,Х,)], 
故 4,($) 是 2 阶 反 称 的 协 变 张 量 . 
定理 1.34 ko evm 
GSE) e OV) ,4,(ф) ЛУ"). 
(2)# фе OV), MSA) = Фф; 
фели) Аф) = é$. 
证 明 (1) 以 5, 为 例 ,任意 o є (г), 
005,090) = ol X r) У о 09) 


olr) 
1 


= z$ = 5,(ф). 


г 
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(2) ЦА, 为 例 , 设 由 se A'(V°), 


1 1 
4.( 中 ) = ЕП > Seno оф = т > 5810 sgnog 
*стєф(г “сєф(г 


- 5 $= + 
推论 (1)5 = 5,,4? = A,; 
(2)S,(V,) = O@'(V*),A,(V.) = ЛУ); 
对 称 S$) = ó 
AlE V.) NRTA) = $ 
定理 1.35 RAV W BBS 415] 82 ja] > ауру РЕВЕ, 
W, =V © Or, 
— 
车 对 任意 站 e W.,X1,…,X є VES f eV 为 
AX) = ФОХ) + AX)), 
则 得 到 一 个 诱导 线性 映射 f° :W, — V, XF f” 有 
SP =f" o S,,A o f? = f ° А. 
证 明 ЦА, 为 例 
F o А, СШ) СХ, X.) 
= А, (Ш) ОХ), AX, 


_ 1 sgna À ow KX) e AXD) 


p АРЕ 
1 
= „зве “ W Xan) re SKa ) ) 
1 * 
= т 2, sgno fF YX Xan) 
* z ee(r) 
1 М 
= ЕП sgng ° olf #)(X,,::: X.) 
Ду 


= A, ° f° (Y) (XiX). 
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$1.4 КЖ 


我 们 已 经 定义 了 r 阶 反对 称 协 变 张 量 空间 

А'(У*) =A(V,),r >2, 

为 方便 起 见 , 将 反 称 化 算 子 А, 简写 为 4, 再 约定 
АМУ) = V*, A°(V*) = F. 


1.4.1 外 积 


定义 1.28 kpe (V) y eA'(V’), 
映射 入: ЛИ) ХЛИ) БЛУ") 定义 为 


(r+s)! 


ф A = “мур ALY), 


A ЭЗЕ ,ф A y PRH фу ЧУМ. 
i£ r 阶 反对 称 协 变 张 量 由 与 * 阶 反对 称 协 变 张 量 消 的 外 积 中 人 
消 是 一 个 r+s 阶 反对 称 协 变 张 量 . 对 于 任意 的 万 X... X... e V, 


有 
(Фф AW Os AX) = EMGO A Xn) 


=- у (sgo) (Ху, 


r!s! S. 
Хо)" СХ он Хн): 
1 iw, e A'(V*) = V* ,X,,X, є V. 
(w ЛӨ) (Х,,Х,) = w(X,)0(X,) – 0(Х,)Ө(Х,), 
特别 地 ,w Л w = 0. 
例 2 Bwe A'V”=V" ,9 = Л?" (2 阶 反 称 的 协 变 张 量 ) , 则 
(w A 0)(X,,X,,X,) = э У sgno б ю(Х,) ° ӨХ, Хаз). 


%сєф(3) 


由 于 (1,2,3) 构成 的 置换 有 31 = 6 个 . 
32 


第 一 章 ”预备 知识 


(， 2 (2 2 ИШЕ 2 NI 
1 2 3/\2 3 1/'\з3 2 1," 


seno, = 1 sgno, = 1 sgnos = 1 

1 2 3 /1 2 3 /1 2 3 

( 3 HGP 1 2) 1 з) 
sgnos = – 1 sgnos = – і sgno, = – 1 


从 而 
(w A 0)(X,.X,,X,) = w(X.)0(X,,X,) + w(X,)0(X,,X,) - 
ш(Х„)Ө(Х,,Х,). 
引 理 1.1 iZ Ó e V.,# e V,,m є У,, m 
ADAYAN) = А(ф @ # @ n). 
定理 1.36 УЗЕ Л 满足 
(1) 分 配 律 (ab +8ф,) Лу = ad Лу + B$, Лу, 
$ Л (оф, + 80.) = аф A pi + B$ Л у», 
中 .中 .小 є ЛУ) фу» e A'(V'),a.B е Ё. 
(2) КЖФ Л у = (- 1)" A $, ЕЛУ") 小 
e A°(V). 
(3) 结合 律 (0 Ap) Am =p A An), 
be A (V), e A'(V*),m e A'(V°). 


证 明 (3)0A (Л) = ts tD! ® (yy Am) 


rt(s +1)! 


_ (г+з +1)! 


FEA OAY @n)) 


_ (r+s+D! 


ОЛА Oy @ зр). 
同 理 
(ол) An = HPM Oy On), 
所 以 
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ФЛ (W Am) = (Q A #) A n. 
推论 1 Rw, eN (V), Ww A 9 =-0Aw, 特 别 地 ,w A 
w = 0, 对 任意 w e A (V) 成 立 . 
推论 2 o,o e 和!'(V"*), 则 
ӨЛ ЛӨ = r!A(0' OOO). 
推论 3 设 6 8 e N (V), XX, e У,Ш 
ӨЛ A0(X,..::: X.) 
ӨХ) 1 Ө(Х) 
= деї : 
0O(X) : @(X,) 
证 明 Ө ЛУУ AOX ---,Х,) 
= r!A(0' @ + QOX, X) 
= У sgo: O- OO (ХХ) 


сєФ(г) 


= > sgno • Ө' (X, ӨХ) 


сєФ(г) 
0 (X) … @(X) 
= det : 
ӨХ) … Ө(Х) 
推论 4 ШӨ, ---,0 e A'(V'),1 < ту <от, 
ӨЛ AA ЛӨЛ--- Ле 
=- ӨЛ NENE ABA: Ag. 


1.42 外 代数 


定理 1.37 {ш ,…,w"| 为 V* 的 一 组 基 , 则 

(1) 车 r > п, ЛУ") = {0}; 

(2) En >r >0, 则 fw” A Ди" Illai<…<i<n 为 
ЛОИ?) 的 一 组 基 , 从 而 йт A" (V) = C. 
34 


第 一 章 ”预备 知识 


证 明 (1) 设 r > n,$ e 人"(V"), 易 见 中 分 量 的 r 个 下 指标 中 

必 有 两 个 相同 ,又 4 反对 称 ,所 以 $$ 的 分 量 皆 为 0, 即 6 = 0. 由 中 的 
任意 性 知 A (V) = 101. 

(2) ЖИЕ о Л Awl lsi < < i Ssn) 线性 无 关 . 设 

ашыш! А Аш“ = 0, ( *) 


下 面 证 每 个 o .，= 0, 这 里 以 a1., 为 例 ,其 余 可 类 似 证 明 . 用 xz Л 
… A" 外 乘 ( * ) 式 两 端 得 
aw Ае A u" = 0. 
上 式 两 端 作用 于 (e, ,… ,e, ) (这 里 {fe es 为 {w ,…,w"| 的 对 偶 
基 ) 得 
0 = a, w" Ae Л ш" (е, ,е„) 


0" (ер) … w'(e,) 
= а, „Чде{ : : 
W2 (el) … m(e,) 


下 面 证 明 任意 由 es A (V), pA" Л Al 1 < 
i < n| 线性 表示 , 设 由 = Y drw 因 … 加 风 , 由 由 反对 称 知 


$ = 4(ф) = У $... ACW" Q ш") 
= TÈ Фаш" Ae Аш" 
7 > Paw" Aee Л ш“. 


Ж o,o e V' Ө, ---,0 线性 相关 的 充 要 条 件 是 
@ Ne Ag=0. 
定理 1.38 设 V 为 n 维 向 量 空间 ,V* 为 Y 的 对 偶 空间 , lv ,…， 
w) HvV 的 一 个 基 , 令 
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A (V°) =@A'(V°), 
则 A (Ү*) 32" 维 向 量 空间 , 且 A (V* ) 关于 外 乘 Л 构成 域 玉 上 的 
一 个 结合 代数 , 称 为 Y” 上 的 外 代数 或 Grassmann 代数 . 易 见 
{1,ш(1<&ї<п),и" Aw (Q Si <h ап) pew До A 
ш") | 
Ж Л (ИТ) 的 一 个 基 . 


1.43 几 个 重要 定理 


定理 1. 39( Cartan 引 理 ) Жи, e V' ij = 1, r (r&n 
< dimV*) , 且 {w ,…,w'| 线性 无 关 , 则 


Уи A 0 = 0 
i=l 
成 立 的 充 要 条 件 是 
0 = У, aw ,a = a,i j = 1, r. 
11 


证 明 Жш, ео 扩充 为 V" В (ют, ao ,…， 
w”) , 设 


则 


Уш лв = 
i=} 


I 
g 
> 

M 
£.. 
s< 
+ 
M 
S. 
š 
R 


=! j=l a=r+l 
r r n 
= aw A w + У > аш ш“ 
ij=i i=l a=r+l 
= аш À w + > aw À w 
1<í<;j=r lisj<isr 
r n 
Сб 
+Y Уаш Nw 
i=la=r+1 
= Y de Aw- у али 
I<i<;j=g#r lasj<i< 
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r n 
+ 》 Уу аш Ли" 


i=l а=ғ+1 


= > (а-а) A w + У Y аш! A u". 


注意 到 fw? A we11 <i, < п HAV 0—6, У w 
ЛӨ = 0 成 立 的 充 要 条 件 是 


a = а,а, =0, (¿j =l, ,ra =7+1,.,n). 
定理 1.40 бо, о У" 中 的 r 个 线性 无 关 的 向 量 ,dimV* 
= п,фе A'( V° ) ,WIJ) 
中 = 0mod(z ,… w"). 
CEE ур є AS (V) ,使 得 $ = Уу Лу) 的 充 要 条 件 是 
w А. Aw А Фф = 0. 
证 明 (i) 必要 条 件 很 显然 . 
(ii) 下 面 证 充分 条 件 
аот о PEH И" 的 一 个 基 аот," 
可 设 
ф= и Ау ++ +u Лу + X ашыш" Л Ди". 


ч 
гж 1р < <i ,<&n 


Жз > п - г, ШЩф =w Лу + +u Лу; 


w 
=w Ne Aw A (ш Луж +w Ay + 


rtl ij <: <i <n 
注意 到 fw Л Лютер < <j. < nl р ЛИ) 的 一 
个 基 , 所 以 
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аы, = O,r+1 <i < < і, < n. 
从 而 
ф=ш Аф + +w Au, 
Вр ф = Omod(w' ,…,w’). 
定理 1.41 Ef W, 一 了 为 线性 映射 /7 一 W ВЧЕНА 
射 , 则 
(1) Ефел") (Ф) e A'(V°). 
(2) Ефел") рел") г +s = t,#f 
FEAD = (Ф) Af 00). 
证 明 (1) 任意 o e glt) Xo A eV, 
c(f*(4))(X,,::: X.) 
= (Ф) (Холо) = ФОХ), ХХ) 
= opl f(X) ,fAX)) = sgo pX), AX) 
= sgno (f° ($))(X,,-…,X,). 
H XX, 的 任意 性 知 o(f* ($9)) = sgno(/'($)), BF ($) 
eA'(V’). 
(2) Z X, X... е V, 
fi Л) СХ, , Xr) 
= o AYP) т SA) ) 


= HAG OW ИХ), e IXa) ) 

т >. seno = ФСС ) r Х„„)) 
“ОУК Хы), S Xa) 

= Y. smo: fO Aan Ken) F OD 


сєф(г+з) 


(Xan | X otras) ) 
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= т >, 8610 Р (Ф) OF (Ф) Xan Хино) 
“дй У. sen0 oD) OF UD (Х.Х) 
= о! (т 1: Т> sgno o (f° ($) 
OF О) ) (А, Xa) 
= CERU D OF UD Ar An) 


= Рф) Af'06)0X.....X...). 


所 以 


(ФА) =f' (0) Af ОШ). 
问题 与 练习 


1. ЖХ МЕЕН, ХХХ = |(x,y)l x,y e X] ,如 果 映 射 
(,):X xX—R;(x,y) — (х,у) 


I° (х,х) 2 0,(x,x) = 06x = 0; 
2° (х,у) = (у,я); 

3° (x, +х,,у) = (х,у) + (х,у); 
4° (Ах,у) = А(=,у). 


ЖФ ху,х,,х,у E Х,А e К, ШОХ, (,)) 为 内 积 空间 . 


义 


X = falt) 1 x(t) #la,b] 上 连续 | ,对 Vx(by() e X, £ 


(400,00) = OHOLI 
证 明 :(X,(,)) 是 内 各 空间， 
2. 设 六 是 一 个 向 量 空间 ,如 果 映 射 
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l |:Х-»®К,х— 151, Ух eX, 


满足 
I° [а 20, [| = Оох = 0; 
2° |А [| =1А1—- [х || ,x є X,ÀA є К; 
3° Jx+yl < rl + Уу e X. 


ДОХ, | |) AREZ. A, 是 内 积 空间 , |x | = (x, 


х)? х є X. ЕНД; 


| (х,у) lal iyi, 
等 号 成 立 当 且 仅 当 y = Ax 或 者 x = Ау. 此 不 等 式 称 为 Schwarz 不 等 
式 . 
3. 试 述 度 量 空间 (四 ,p) 的 定义 . 设 下 是 任意 集合 , 令 
p:XxX—R, 
0,x = y, 
1,х # y. 
证 明 :(X,p) 是 一 个 度量 空间 , 称 为 离散 度量 . 
4. 讨论 内 积 空间 , 赋 范 空间 ,度量 空间 及 欧 氏 空间 之 间 的 关系 . 
5. 设 (X,p) 是 一 个 度量 空间 . 证 明 : 作 为 拓扑 空间 在 是 一 个 离 
散 拓扑 空间 当 且 仅 当 pp 是 一 个 离散 度量 . 
6. 设 . 负 , 久 是 集合 天 的 两 个 拓扑 . ERA п. н ХДЕ 
. 举例 说 明 Z U Z 可 以 不 是 全 的 拓扑. 
7. 设 和 了 Y 是 两 个 拓扑 空间 ,4 CX 证明: 如果 映射 /: 了 一 了 是 
一 个 同 胚 , 则 了 14:4 一 /4) 也 是 一 个 同 胚 . 
8. 每 一 个 拓扑 空间 必定 是 某 一 个 紧 致 空间 的 开 子 空 间 . 
9. 证 明 : (1) 设 4 是 n( 之 2) 维 欧 Ez K, Jš) R" 中 的 可 数 子 集 , 则 RR" 
-4 是 连通 的 ， | 
(2) ЖА n( > 2) 维 球面 $ 的 一 个 可 数 子 集 , 则 $" — À Ж 


(х,у) —p(x,y) = | 


通 的 . 
10. EA:n 维 欧 氏 空间 R 及 其 中 的 任何 一 个 邻 域 都 不 是 紧 致 
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11. 举例 说 明 : 度 量 空间 中 可 以 有 有 界 闭 集 不 是 紧 致 子 集 . 
12. A, 拓扑 空间 的 子 拓扑 空间 仍 是 A, 空间 , 

13. £ /了 一 了 是 集合 间 的 映射 ,J C X, w, С 了 ,证 明 : 
(ОКЧУ) =U /(V.); 

(2) 广 ( U Oa) = Uf loa); 

(DF (Nw) =n f'(o,); 

(4)£'(Y-o,) = X-f'(o,). 


14. F.R' x R? —R,Y (x,y) — F(x,y) = Уху, ЖФ х = 
i=l 


(xirs En) Y = (Yis y.) ,证 明 : 玉 是 双 线 性 函数 . 
15. ЖО R К" 中 的 开 集 f; U — R" 是 光滑 映射 , 且 


AO) =0,rank (É), = m(m S n) н ЛА z MR + 


0 的 一 个 邻 域 映 成 另 一 个 领域 ,使 得 8(0) = 0 及 
gofia, ) = (x x" 0... ,0). 

16. ВЯ F:R'— R" & a 点 可 微 , 证 明 : 导 数 DF(a) 唯一 . 

17. 设 /:VX… XV 一 V 是 r 重 线性 映射 ,证 明 :f 等 同 于 一 个 (1， 
r) 型 张 量 . 

18. 举例 说 明 : 两 个 对 称 ( 反 称 ) KER 未 必 为 对 称 ( 反 称 ) 张 
量 . 

19. 若 三 阶 共 变 张 量 由 满足 (X,Y,2Z) = Ф(У,Х,2),Ф(Х, У, 
Z) =- ф(Х,2,Ү), W) $ = 0. 

20. 设 (V,g) 是 欧 氏 向 量 空间 ,w 为 二 阶 对 称 共 变 张 量 , 设 在 一 
组 基 下 有 

g;@u T Ba + Б.ц 一 Euo; =0, 

о = pg, 其 中 p є К. 

21. 试 证 :在 任 一 组 基 下 ,8; 是 一 个 (1,1) 型 张 量 的 分 量 . 
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22. 在 V 中 取 定 一 个 基底 |e,| ,|w'| 是 其 对 偶 ,证 明 : 
(e, Аз Ле) @ (о Л +. А о") 


lgi < і, 
与 基底 |e,| 取 法 无 关 . 
23. 设 (V,g) 为 欧 氏 向 量 空间 ,ow 为 二 阶 对 称 协 变 张 量 ,定义 线 
性 映射 mn :7 了 一 了 如 下 
(e*(X),Y) = w(X,Y), X,Y e V. 
24. Ж(У,(,)) Ж n ARRAREN, AVERA pat, 
们 是 VV 上 的 反对 称 p RERE, ÆA 中 定义 双 线 性 形式 (，,》 
(X Ace AX YA: A Y.) = det( (X, ,Y,>) 
l <а,В < p, 
并 且 将 (,) 在 一 般 的 p 向 量 上 作 双 线性 扩充 ,证 明 : 
(1) (,) Ж ДУИ БАЯ. 
(2) Bjel! 是 了 上 的 标准 正 交 基 , 则 
le Л Лее < <i, п 


是 AbV 的 标准 正 交 基 . 
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粗略 地 说 ,几何 学 的 发 展 史 就 是 空间 观念 的 发 展 史 , “空间 ”的 
重要 性 在 于 它 是 几何 演出 的 舞台 , 随 着 一 种 新 空间 观念 的 出 现 和 成 
熟 , 新 的 几何 在 这 个 空间 中 展开 和 发 展 .“ 微 分流 形 ” 的 概念 和 构造 
是 从 欧 氏 空间 的 概念 和 有 关 构造 脱胎 而 来 的 , 它 在 每 一 点 的 近 旁 和 
欧 氏 空间 的 一 个 开 集 是 同 胚 的 , 流 形 正 是 一 块 块 欧 氏 空间 按照 一 定 
的 方式 粘 起 来 的 . 

微分 流 形 概念 的 产生 是 当代 数学 的 一 大 成 就 ,是 大 范围 分 析 和 
整体 微分 儿 何 演出 的 舞台 , 广泛 地 应 用 于 复 分 析 、 拓 扑 学 、 随 机 过 
E .数学 物理 与 力学 . 非 线性 分 析 等 分 支 学 科 , 同时 微分 流 形 的 拓扑 
是 重要 的 研究 课题 

本 章 的 目的 是 叙述 微分 流 形 的 定义 ,基本 概念 和 介绍 微分 流 形 
的 一 些 例子 . 


$21 微分 流 形 的 定义 和 例子 


定义 2.1 设 必 是 一 个 Hausdorff 空间 ,如 果 是 局 部 欧 氏 的 ， 
即 对 每 一 点 Ps M, 都 存在 P 的 一 个 开 邻 域 U 和 R” 中 的 一 个 开 子 集 
ГЈ, ДЕК М 是 一 个 m 维 拓扑 流 形 . 
i ф:0 — e(U) C В" 是 上 述 定义 中 的 一 个 同 胚 映射 ,r 为 R" 
的 第 i 个 坐标 投影 即 
m R, Ri(x з ,х")|->х!, 
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则 对 于 每 个 9 e О, Ж УЖЕШ) т 个 坐标 为 
x(q) = m'(@(q)),; = 1,---,т. 
从 而 
x = то e, =l, ,m 
是 乙 上 的 实 值 函 数 , 称 为 第 ;个 坐标 函数 ,一般 地 称 (V,p) 为 用 的 一 
个 坐标 图 ,7 为 坐标 邻 域 ,p 称 为 坐标 映射 , |х| 为 局 部 坐标 系 . 
现在 假设 (V,p) , (У,у) 是 已 点 的 两 个 坐标 图 ,对 应 的 局 部 坐标 
系 分 别 为 jz | , {yi ,由 于 8g:U 一 pg(0) Бр: V— (V) 都 是 同 胚 , 因 
此 它们 确定 了 R" 中 开 集 g(U п V) 与 W(U NA V) 之 间 的 一 个 同 胚 
Шо ф':Ф(О ПУ) (ОПУ), 
借助 于 坐标 函数 , 它 可 表示 为 
y = y (ax, x") ‚© = l,m. 
AH, y о! 称 为 M 的 一 个 局 部 坐标 变换 . 
类 似 地 ,对 于 局 部 坐标 变换 p。yY (О ПУ) — e(U n V) 有 
x? = x (y, y"), i = 1, m. 
由 以 上 讨论 便 得 到 

命题 2.1 拓扑 流 形 上 的 任意 两 个 局 部 坐标 系 之 间 的 坐标 变换 
必 是 连续 的 . 

定义 2.2 ШМ Жл т 维 拓扑 流 形 

(1) М 的 一 个 坐标 图 开 和 覆盖 

# = |(Ш„,ф„) 1 a E 71,1 为 指标 集 , U U, = М) | 
称 为 M 的 一 个 坐标 图 册 . 

(2) 若 坐 标 图 册 多 中 ,对 任何 ae,8 є 1, 当 UN U, = ОВ, Ат 
变换 Pp Pa Pal Ua N Ug) > gs (U, N Ug) С" 的 , 则 称 懈 是 C” 
坐标 图 册 , 这 时 称 多 中 的 任意 两 个 坐标 图 是 C” 相 容 的 . 

(3) 车 乡 是 最 大 的 C” 坐 标 图 册 , 即 对 MM 的 任 一 坐标 图 (VY,y)， 
АЖ (Ур) 与 光 中 的 每 个 坐标 图 都 C” 相 容 , 则 一 定 有 (V,y) е %, 
那么 称 % J M 的 一 个 C” 结构. 
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Ж ”如 果 将 上 述 定义 中 的 C A C, 则 相应 的 有 C 坐标 图 
H, C 微分 结构 ;如 果 将 C” 换 为 C*( 实 解析 ) , 则 相应 的 有 Ch 坐标 
РА, С" 微分 结构 . 

定义 2.3 设 # 是 严 维 拓扑 流 形 , 终 是 W 上 的 一 个 C” 结构 , 则 
#K( M ,Z) 为 m 维 C” 流 形 (光滑 流 形 ). 

Ж (i) # Z CPE С° 结构 , 则 相应 的 有 C” 微分 流 
ЖЖ. С° 流 形 ( 实 解析 流 形 ) , C 流 形 即 拓扑 流 形 , 应 该 指出 的 是 c° , 
С° ‚С° 流 形 的 理论 差别 很 大 ,我 们 主要 讨论 的 是 C” 流 形 . 

(ú) 在 微分 流 形 的 定义 中 ,如果 用 С^" RE К^ ,并 要 求 局 部 坐标 
变换 是 全 纯 的 ,这样 就 得 到 一 个 M 维 复 流 形 , 注 意 它 是 一 个 2m 维 实 

(їн) 为 了 提供 微分 流 形 有 某 种 分 析 和 几何 结构 ,一 般 在 微分 流 
ЖЕЗ M B A, 空间 , 即 M 具有 可 数 基 . 

下 面 的 命题 要 告诉 我 们 C” 坐 标 图 册 是 确定 C” 结 构 的 本 质 要 

命题 2.2 设 放 是 一 个 m 维 拓扑 流 形 , 乡 是 站 的 一 个 C” 坐标 
图 册 , 则 存在 М 的 唯一 一 个 С" 结构 多 ,使 得 Z C Z 

根据 命题 2. 2 要 证 明 必 是 一 个 C" 流 形 只 须 证 明 :(1)M 是 4, 空 
间 ;(2)M 是 Hausdorff 空间 ;(3) 可 以 确定 М 的 一 个 C” 坐 标 图 册 . 

例 1 R" 是 一 个 以 维 C” 流 形 . 

证 明 ”首先 R" 是 一 个 4, 的 Hausdorff 空间 ,其 次 = | (R", 
id) | 是 R” 的 一 个 C” 坐 标 图 册 , 因 此 К" 是 一 个 m 维 C” 流 形 .由 
Р 所 确定 的 微分 结构 称 为 灵 " 的 标准 光滑 结构 . 

Ж WER, 0 = |(R,e)| ,其 中 

e@:R— R:x|— >, 
易 见 U 也 是 尺 的 一 个 C” 坐标 图 册 , 但 是 (R,wp) 与 (R,id) 不 是 C” 
相 容 的 ,因为 
ido ф(х) = /x 
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在 x = 0 处 不 可 微 , 这 说 明 同 一 个 拓扑 空间 上 可 建立 不 同 (不 相 容 ) 
的 微分 结构 . 
例 2 R"* 中 的 单位 球面 
S™ = (xt, | У (х) = || 
是 一 个 m 维 C” 流 形 . 
证 明 ” 取 5” 的 拓扑 为 它 在 R" 中 的 相对 拓扑 , 则 5S” 是 一 个 А, 
的 Hausdorff 空间 ,对 = 1,…,m +1, 令 
U} = { (х) e S"| x > 01, 
U; = | (x,a) e S"| x <O, 
МАГА В". (х х") ә (x! з, ass ) А 
pr :Us В": (x'a!) 一 人 (CE a]. 
这 里 “和 人 ”表示 去 掉 相应 坐标 , 则 
# = |(Ш],ф]),(Ш рф)! =1,з,т +1] 
为 S" Ву С° 坐标 图 册 . 事实 上 
(1) i# U; ,U; 均 为 8" ВЭР Н U (U; U U) = 5". 此 外 还 
可 验证 фр; ‚фр; 均 为 同 胚 ,所 以 (Ui ,pi ),(Ш; ,9i ) 为 8 的 坐标 图 . 
(2) 乡 中 的 任意 两 个 坐标 图 是 C” 相 容 的 , 以 (Ui pi), (U, 
e; ) 为 例 


m+] 


L- Y (G)... 
i=2 


KEE, (1,6,2) 作为 U: 上 点 的 坐标 ,以 (mm ,…,m”") 作为 
U; 上 点 的 坐标 , 则 坐标 变换 p; ° (pi) 可 表示 为 


n = п- у (0), 
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т“ = ёа = 2,-:: ,m. 
TRA n EE, E) BJ С" 函数 ,所 以 (Ui spr), CU pr) ЖС" 
相 容 的 . 
综 上 5” 是 一 个 m 维 C” 流 形 . 
Из ЖЬ 
Ў М.М т.п 维 C” 流 形 ,微分 结构 分 别 为 
Uy = |(Ш„,ф„) | w E L,I HERE, 
Фа = Vape) ТВ е J,J 为 指标 集 | , 
在 积 空 间 M x М Е, 
Wy x Wn = |(U, X Уз, хув) 1а e 1,8 e Ji, 
ЖР e, xg Ú :U, x Vg > Pal U.) x g (Ve) C R" x R" = R"*" 定义 
为 . 
(Pa хв) (р,9) = (eu(P) ,pp(9) ) ， 
这 里 (p,q) є U, x V, C M x NN, 容 易 验 证 0, x ZZ, 是 MxN 上 的 
一 个 C” 坐 标 图 册 , 因 此 村 xN 是 一 个 m+n 维 C” 流 形 . 
#J4 设 5 为 单位 圆周 ,由 例 2、 例 3 可 知 m ЖЕШ 


Т" = $ х... x S 
m 个 
是 一 个 mm 维 C” 流 形 . 
例 5 开 子 流 形 


设 M 是 一 个 т Е С" 流 形 , 微 分 结构 为 
# = (UP) lael, 
又 设 U 为 M 的 一 个 开 子 集 , 令 
V, = U, ñ Шу, = Pa l v. 
则 
Ф, = |(V,,#.) | a e [| 
是 U 上 的 一 个 С° ЖЕЙУ, МТ UEA m Е C” 6, ОУ M ВО 
开 子 流 形 . 
注 ”并 不 是 微分 流 形 的 每 个 拓扑 子 空间 都 可 以 装备 一 个 微分 
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结构 ,使 得 它 成 为 一 个 微分 子 流 形 . JH R PHRA M = |(х,, 
х,) € RI (ху +х) = 和 一 六 | 作为 天 的 拓扑 子 空间 当然 是 了 
的 . 但 是 性 不 是 局 部 欧 氏 的 ,车 不 然 : 设 M 是 1 - 维 拓扑 流 形 , 由 于 
0(0,0) e 以 ,由 局 部 欧 氏 性 知 ,存在 点 (0,0) 的 一 个 开 集 V= M n V 
及 同 胚 映射 pg:V 一 p(V) e R', 由 于 oV) ÆR 中 开 集 ,不 妨 设 
Ф(У) = (a,b) (FKE), HP YAR PARR. 由 于 p(0,0) À c 
є (а,Ь). 从 而 
- {0} — (a,c) О (c,b) 

是 同 胚 ,但 V - {0} 有 四 个 连通 分 支 而 | (a,c) U (c,b)} 只 有 两 个 
连通 分 支 ,这 与 р ERER HTE 

16 ”以 M,,(R) ERR Em xn ERREA, AARI 

EY (R) — R™ ; (а), „ =» (Gn, Gi G2 sAm GA 
a) 
可 将 R 的 拓扑 结构 .微分 结构 平移 至 M.,,, (R) ,使 其 成 为 一 个 m x n 
维 C” 流 形 . S 

GL(n;R) = {A є Ma(R) | detA Z 01. 
因为 detA 是 4 中 的 元 素 o 的 多 项 式 , 所 以 映射 det:M,,(R) >R Æ 
连续 的 , 注意 到 Hausdorff 空间 R 中 的 单 点 集 {01 为 闭 集 , 所 以 
det'|0] X Mmi R] 中 的 闭 集 ,因此 
GL(n;R) = М„(Е) - det 10} 

Æ Mn (R) 的 开 子 集 ,根据 例 5 CE MaR) 的 一 个 维 开 子 流 形 ， 
称 为 一 般 线性 群 . 

下 面 将 给 出 微分 流 形 的 两 个 重要 例子 ,它们 都 是 抽象 流 形 , 在 
此 之 前 我 们 先 要 介绍 点 集 拓 扑 中 关于 商 空间 的 一 些 知 识 . 

定义 2.4 ОХ, 7) 是 一 个 拓扑 空间 ，~ 是 了 中 的 一 个 等 价 关 
系 ,用 [x] 表示 x e 六 的 等 价 类 , 即 [x] = {уе Xl y~ ax}, UX ~ 
表示 等 价 类 全 体 , 即 

X/ ~ = [x]! xe Л}, 
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定义 自然 投影 为 
п:Х-э Х/ < хә [х], 
令 
E= CU -17 (И) є Я, 
易 见 多 为 X/ ~ 上 的 一 个 拓扑 , 称 为 X 关 于 等 价 关 系 ~ 的 商 拓扑 ， 
(X/ ~ ,2) 称 为 商 空间 . 显然 此 时 7:X 一 X/ ~ 为 连续 满 射 . 
定义 2.5 BX ~ 为 商 拓 扑 空间 ,如 果 对 XX 的 任 一 开 集 4， 

[А] = U [=], 
也 是 的 开 集 , 则 称 等 价 关系 ~ BFH. 

引 理 2.1 拓扑 空间 X 上 的 等 价 关 系 ~ 是 开 的 当 且 仅 当 自然 投 
X 7 是 一 个 开 上 映射 . 

引 理 2.2 i ~ 是 拓扑 空间 X 上 的 开 等 价 关系 , 若 S = | (x,y) 
є Xx XI x ~y) 为 XxX 的 闭 子 集 , 则 商 空 间 X/ ~ 为 Hausdorff 空 
[в]. 

#J7 实 射影 空 间 RP". 

X = К" - 10| ,在 天 上 定义 一 个 等 价 关系 ~ : 设 x = (х, 
дт) y=) е Х,х = ye 存在 一 个 实数 1 = 0 Њу = 
к, (у pey) = (к! их"). 易 见 等 价 类 [x] 是 R" 中 一 
条 过 原点 的 直线 ,X 关于 等 价 关系 ~ 的 商 空间 X ~ 称 为 实 射影 空 
间 , 记 为 RP” ,我 们 证 明 ЕР" 是 一 个 m 维 C” 流 形 . 

(1)RP” 是 А, 空间 

事实 上 ,对 上 关 0 , 作 映 射 

:下 一 下 :Yo(XY) = іх, 
则 , ЖЖ. 从 而 车 0 为 X 的 开 集 , 则 
LU] =Y щй) 
也 是 中 的 开 集 , 即 等 价 关系 ~ 是 开 的 ,根据 引 理 2. 1 ,自然 投影 7: 
X— RP" 是 开 映 射 . 又 了 是 R" 的 开 子 流 形 ,具有 可 数 基 , 所 以 КР" 
也 是 A, 空间 . 
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(2) ЕР" 是 Hausdorff 空间 
作 实 值 函 数 f:X x XR, EXA 
f) = EGY -ap 
这 里 x = (zy = (у, y) ,显然 /连续 , 且 f(x,y) = 
0 HHRH ~y 因此 
5 = {(х,у) 1х ~y} = 7710] 

ЖА x X JI T RESI 2. 2,RP” 是 Hausdorff 空间 . 

(3) 最 后 确定 RP” 的 一 个 C” 坐 标 图 册 

对 1 <=і<т+1,4 

Ù, = |x = (х1) e XI x #0};U, = 7(U,), 
作 映 射 p;:U, 一 R" ,定义 为 对 [x] є U; 的 任 一 代表 x = (x ，…,x"*) 
有 


1 
x x x x 
p(X) = ( у ). 
х x x x 


关于 e, 有 
(i) 设 [x] e U,,y ~ х, яф, (х) = ф,(у) „РТЫ Ф, 定义 合理 ; 
(1), WAR, la], [y] е О, e ([x]) = ф,(Ту]),ЁП 


p 
= = У р =l, ,i 1, +1,. m, 


x! y 
则 
y = Хар = 1 il,i+l,,m, 
х 


从 而 y = х,у ~ s Bla] = [у]; 
(iii)@, 为 满 射 ,对 (z!,…,z") e R" ,存在 (z ‚з, ,1 ,z ,…， 
z") ,使 得 
(2 二 (z, Z"); 
(iv) @ е, ER, o) = по д 也 是 连续 的 ,这 里 gR” В"; 
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(2 > (2) 所 yp ERR, S 
А = (0, ,ф,) | і = l,m +1}, 
т+1 
MJ U 0, = RP” ,改写 


CA [х]) = GE' её „ё r gl) , 
其 中 


р x . . 
£ = ЗР = 1,6,1 -l,i + l,m + 1. 


对 于 j = i,U, п U, 上 的 坐标 变换 
ё 


h 2. 
É = (h з ij), 
i 1 
£ = 


Æ С" 的 ,所 以 Z >) ВР" 的 一 个 C” 坐 标 图 册 . 

综 上 ,RP" 是 一 个 m 维 C” 流 形 . 

例 8 Grassmann 流 形 . 

R” 的 一 个 k -- 标 架 是 指 R" 中 的 个 线性 无 关 的 向 量 x, ,… ,xi， 
记 作 

X = (Ki) 
其 中 
x, = (хт) (дур). 

显然 上 - фән X ASEF R ERA k В k х m Е, ВП 
д ат? 


Х = 


所 以 К" 中 - 标 架 的 全 体 等 同 于 R ЕК k BJ х m ЕЕ 
Fn (R) ,仿照 例 6 不 难看 出 Е, (R) ЖМ, (К) 的 一 个 开 子 流 形 . 
现在 在 F,.(R) 中 定义 一 个 等 价 关系 ~ : 设 X,Y e F..(R), 
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X ~ Yo FEA e GL(k;R) ,使 得 Y = АХ. 
不 难看 出 上 述 等 价 关 系 的 几何 意义 是 X 所 对 应 的 &- 标 架 与 了 所 对 
应 的 k- 标 架 决 定 了 R” 中 的 同一 个 k- 平 面 , 即 R” 中 同一 个 上 - 维 
线性 子 空间 , 令 
С(Е,т) = Fp (R) ~. 
自然 投影 
п:С(Е,т) —+F,,(R):X— [X], 
对 于 4 е GL(k,R) , 作 映 射 
ф.:Е,„ (R) > Fa (R) :X — AX. 
(1)G(k,m) ЖА, Zle] 
事实 上 ,对 于 4 є СІ(Е;К) Pa: F, (Е) > Е,„(К) 是 同 胚 ,从 而 
对 Fon (R) 的 任 一 开 集 U ,ps( 0) 仍 是 Fin (R) 的 开 集 ,因此 
[U] = Ú pa(U) 


Ae GL(k;R) 

也 是 Р, R) 的 开 集 ,这 就 说 明 等 价 关 系 ~ 是 开 的 ,根据 引 理 2. 1 ,7 
是 开 上 映射 ,又 К (К) 作为 Min (R) 的 开 子 流 形 是 A, 的 ,所 以 Є(Е, 
m) Ж A, 的 . 

(2)G(k,m) 是 Hausdorff 空间 

我 们 先 考 虑 如 何 借助 函数 描述 等 价 关系 ~ ,根据 ~ 的 几何 意 
XX ~ YRPX АРУН] k — 标 架 与 Y 对 应 的 一 标 架 ( 设 分 别 为 X = 
(x 了 = (у, у) ) 确定 同一 上 -平面 ,从 而 ,…,Y; 均 
HH iaa] 线性 表 出 , 换 句 话说 下 列 丰 + 工 个 矩阵 都 是 奇异 的 . 

(хуру), Соо) 
由 此 作 实 值 函数 
f:F,.(R) x F. (R) >R. 

定义 为 
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х1 Х| 
КХ,Ү) = > р> | |, 
=1 x ... к! 
k+l 7 k k 
i ИА) 
yi y 


Э Х,У) = 0=X ~ 了 ,所 以 
S = |(X,Y) e Р„(ЕЁ) x F (R) 1 X ~ Y] =f'(0) 
Æ F. (R) x F. (R) 的 闭 子 集 , 根 据 引 理 2.2,G(k,m) Æ Hausdorff 
空间 . 
(3) 最 后 给 出 G(k,m) 的 一 个 C” 坐 标 图 册 
АЈ = (Аз) 是 (1,…,m) 的 一 个 有 序 子 集 ,了 "为 的 有 序 
余子 集 ,对 Xe Fi,(R) ,用 XX 表示 的 按 序 取 ji ,… ,ji 列 所 得 的 子 
ЖЕЕ (ОЛ) Qua НХ 表示 XX 除去 X 后 的 余子 矩阵 . S 
ÜU, = {X e F,.(R) І det(X,) #0],U, = т(0,), 
则 U, УУ; С(Е,т) 的 开 子 集 ,和 且 所 有 U ш 7 G(k,m). 
XFX e UV, 有 
X~ X* = (X) X, 
TIA X? BITHE X; 为 k x k HAERE , ТЕШЕ 
ФИ, M.,- a (R);e ([X]) = Ху. 
p 定义 合理 ,以 = (1,…,k) HAJ = (上 k+1,…,m), 设 X,Y e 
VU,X ~Y, 则 
Ф,({Х]) = X; = ((X,) 'X), = ((X,) '(X,,X,))/, 
= (la (Ху) X); 
oY) = Y; = (O); = (Y) '(Y,,Y,)); 
= (Іа, (Y,) Yp), 
因为 X ~ 了, 从 而 存在 4 e GL(K;R) 使 得 Y = АХ, В! 
(Y,,Y,) = A(X,,X,) = (АХ,,АХ,), 
则 
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(Y) Y, = (AX) '(AX,) = (X) ТАТАХ, = (X,) X, , 
РТ ф,([Х1) = ф,([Ү]). 

此 外 还 能 证 明 р, 为 同 胚 , 且 对 于 (1,…,m) 的 个 不 同 元 素 的 
有 序 子 集 的 全 体 ,1 (0),gpj)| 构成 了 Gl(k,m) В С" 坐标 图 册 . 

综 上 ,G(k,m) 是 一 个 hk(m - k) С° 流 形 ， 称 为 Сгаѕѕтапп 流 
№. 


52.2 微分 流 形 上 的 可 微 函 数 与 可 微 映射 


本 节 是 将 n 维 欧 氏 空间 R”" 上 的 可 微 函数 y = f(x ,x ,…,x") 及 
R" 与 R” 间 的 可 微 映射 e: 
(x), x") —› (yla, pat) y aga"). 
推广 到 流 形 上 . 


2.2.1 яй 


定义 2.6 设 加 是 n 维 微分 流 形 ,M" 上 的 函数 /:M — К, A 
光滑 的 (C” 的 ). ШЖ vp e M. 存在 了 КАЕ СО, p) "使 得 
fs @'':g(U)( C R") >R 


是 光滑 的 (C” 的 ). 
注 (i) 流 形 上 函数 的 光滑 性 转化 为 R"” 上 某 个 开 集 上 多 元 函 
数 
y afo g(a, =a") 
的 光滑 性 . 


Gi) 流 形 上 函数 /的 光滑 性 与 M 的 局 部 坐标 卡 (U,p) 选取 无 
关 , 事 实 上 , 设 (V,y) 是 W 在 p 点 的 另 一 个 坐标 卡 , 若 / 相 对 于 (D,p) 
是 光滑 的 , 即 
fo ф\:Ф(Ш)(С Е") > 
是 光滑 的 , 则 相对 于 (U,y) 有 
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jp = (f° фт) • (фош!) 
B: (V) — R' 光滑 的 . 
这 是 因为 ,(V,p) (0,0) EC HR, A pe y С" 的 . 
(iii) 下 上 所 有 光滑 函数 的 全 体 记 为 C”(M,R) ,在 C”(M,R) L 
定义 加 法 和 数 乘 ， 
Vjegec" (1MH,R),a;B є R, 
(af + Вв) (р) À а flp) +B ` g(p), 
Mj af + Ве e С° (M,R). 
事实 上 ,由 于 f,g ЭН, ИГ ЕЛЕ M {Ер RERE, o) ,使 得 
afo o` R Bg ° o` 是 光滑 的 ,从 而 
(af + Be) ° p™ = a(fs ф') + В(в° go`) 
亦 是 光滑 的 ,于 是 af + Bg e C° (M,R). 
由 此 可 知 ,C” (M,R) 是 实数 域 R 的 一 个 向 量 空间 . 再 在 
C° (M,R) 上 定义 乘法 : Vf,g є C" (M.R) K p e M, 定 义 
(7-6) (р) А f(p) : g(p). 
HTF(f:g)e@"? = (fep): (аф), AMS g e С°(М,К),Ж 
C° (M,R) 是 实数 域 丸 上 的 一 个 代数 . 
(iv) Vp e М, (0,ф) 是 流 形 W 在 p 点 的 局 部 坐标 邻 域 ,对 于 
Ve є U,9 的 局 部 坐标 为 (x' ,x ,… x") , 作 坐 标 投影 
mpl UCC R") > R'm (a,x) = х, 
显然 ,7' 是 关于 r,e," 的 光滑 函数 ,而 x = m o @:U— RRA M 
上 的 局 部 坐标 函数 . 显然 x е C”(MW,R) ,这 是 因为 
x o o =m e C*(e@(U),R). 
下 面 我 们 叙述 关于 流 形 上 光滑 函数 的 一 个 重要 定理 . 
E210 Мт С" 流 形 ,4.8 分 别 是 1 的 闭 子 集 
和 紧 致 子 集 ,4 г B = 乡 , 则 存在 W 上 的 - -个 C” 国 数 户 使 得 


D 参见 陈 维 框 等 著 :《 微 分 流 形 初步 》 ,北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2003 年 版 . 
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Jl,=0,fl, = 1. 

01 设 必 是 一 个 m 维 C” 流 形 ,p е М, р 的 任 一 开 邻 
域 0, 必 存在 p 的 开 邻 域 Y 及 f e С° (MM,R) ,使 得 V 紧 致 VCVCU， 
Н. 

Ху =L fl yu = 0. 

证 明 h MERRER , ЛА ЕН HB SK FE р AII RR V , iE 
8 V sk B V c V C U. Н УЯМ -了 是 上 不 相交 的 紧 致 集 和 
闭 集 , 由 定理 2. 1 知 结论 成 立 . 

推论 2 设 U 是 m 维 C” 流 形 M 上 的 一 个 开 子 集 ,fe С (U, 
R) , 则 对 任意 p е U, Fp 的 一 个 邻 域 YCU 及 f e C”(M,R) ,使 
得 

fly=flyfluv=0. 
证 明 ”由 推论 1 对 p e О, Ер ЭА У, И, ВУЖ, 
且 VCVCWC 玉 CU, 相 应 地 还 存在 g e C”(M,R) ,使 得 
віу = 1,61 ур = 0. 
5 
- g(x)f(x), x e€ U, 
f) = to x ë U. 
ILF e С" (О,К), ЖУ u-v = 0, ШЕМ - U( C (M - W)) БЖ 
滑 , 所 以 fe С” (M.R). 


2.2.2 流 形 间 的 可 微 映射 


定义 2.7 设 M",N" 分 别 是 m 维 .n 维 C” 微 分 流 形 ,映射 站.M" 
— N" 称 为 C” 映射 (光滑 映射 ) ,如 果 对 于 Vp є M" ,存在 M" 在 p 点 
的 坐标 卡 (V,p) ЖОМ" EF) ARREO, y) ,使 得 
фе Fo ф\:рФ(Ш)(С К") —#(V)( C К") 
是 C” 的 (或 光滑 的 ). 
Ж (1) ХЕ, Е: М" — № 的 光滑 性 ,完全 由 局 部 坐标 函数 的 
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光滑 性 决定 . 
B M" 在 p 点 的 坐标 卡 (U,g) ,相应 的 N" ТЕ F) 的 坐标 卡 为 
(Vy), TE 
olp) = (x (р), ,x"(p)), 
ф(Е(р)) = (у (Е(р)),"",У"(Е(р)). 
从 而 坐标 函数 之 间 的 映射 为 
фе Fe g(a, x") = (у! ° 下 (Xe e, 
y'o F(x’ ,x")), 
于 是 
po Fo фе С° (Е",К") у o F(x ‚з x") 
有 任何 阶 连续 的 偏 导 函数 
у= уо F(x з ,х"),ї = 1,2,.,n. 
Gi) FM” 一 VY" 的 光滑 性 与 坐标 卡 的 选择 无 关 . 事实 上 , 设 (U， 
o) 及 (V,p) 是 p 点 的 两 个 坐标 卡 ,(V,w) (У) 为 F(p) 的 两 个 
坐标 卡 . 车 相对 于 (U,p) (У,у), F 是 光滑 的 , 即 
po Ее фр e С°(К",К"), 
则 
фе Еоф = (фош) • (ро Fog) (pe фт). 
HF, p) RU, p) 是 C” 相 容 的 ,(V,w) 及 (V,y) ЕС" 一 
相 容 的 ,从 而 
° Fo @ е C*(@(U),k(V)). 
(11) 坐标 映射 p 是 流 形 W LRE U BRER" id) BJ C” Hh 
射 , 这 是 因为 
ido p° Фф = id. 
ЖЕМ" 及 六 的 所 有 的 光滑 映射 记 为 C” ( M” N") , 则 有 下 列 定 
理 . 
定理 2.2 MRN 是 C” 流 形 , 则 Fe С° (М, М) XT 
N" 上 的 任 一 个 C” о e С“ (Л ,К) IER z ° F&M ER С" р 
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数 , 即 
g» F e C (M",R). 

证 明 ”必要 性 . EF e C°(M",N"), ШЕ Yg e С° (М.Е), 
962° F e C (М",К) RRE Vp є M”, ТЕМ" 在 p 点 的 坐标 卡 
(И,ф) 使 得 (8。F)。p e С" (К",К). 

事实 上 ,由 于 PsC” (M",N')= Vp є М", ДЕМ" 在 p 点 的 坐 
标 卡 (U,g) ЖМ" EFO) 点 的 坐标 卡 (Y, 沙 )  ф° Fo оф”! е 
C*(e(U),k(V)) ,于 是 由 

(2° Е) •ф' = (ge) • (уе Fo фт), 
вше С°(Е",Е), 
得 
(ge Ё)° фр”! e C°(@(U),R), 
从 而 
go F e С" (М",К). 
充分 性 . ШЕ N 上 的 局 部 坐标 函数 7 є С" (N',R) ,由 题 设 
y'o Е є C°(M",R). 
KEFE М ХЕ F(p) e № 的 坐标 卡 (V,y) ЖОМ" fE p 点 的 坐标 卡 
(U,e) 使 得 
xo р! e С° (К",К) у o Fo фр! e C°(R"”,R), 
于 是 {е Fo ф(х, к") 
= (у! ° F(x ‚з x") уто F(x! ex"), 
ШЕ e С®(М", №). 
Ж 2.3 F e C*(M",N"),g g, є С? (№, К), W 
(agı + 82) ° F e C° (M",R), 
(gı *82)° F e C° (M",R). 


2.2.3 流 形 上 的 光滑 曲线 


ЙМ 是 ” 维 微分 流 形 ,此 流 形 上 的 曲线 是 指 映射 o: (a,b) (С 
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К) — M. 记 为 
о = o(t),a <t < b. 

如 果 这 个 映射 是 光滑 的 , 即 对 于 Vi e (a,5) ,jc(5 的 坐标 卡 (V， 
9) ,使 得 pgp。o є С° ((а,Ь) ,Ф(У)), о 是 流 形 上 的 光滑 曲线 ， 
 ф(0(1)) = (х (0(1)),х'(0(1)), x (0(0))), 

т e С° ((а,),М)ер° се С ((а,Ь) ,ф(У)) 
© ЗЕ х = х (0(1)) 是 光滑 函数 ,i = 1,2,…,n 
例 1 考察 球面 曲线 o:(0,27) >S C R°. 
olt) = Beost, Baint, 7) C U; C S, 
Mo e С" ((0,2т) ,5°), Ж U: Эу 82.1 02 所 定义 . 
这 是 因为 ,对 于 V: e (0,27), 88 ol) 的 坐标 卡 (U3 ‚,ф;), 


由 于 wy ° c (t) = Beost, 3 sint) 是 C” 的 ,从 而 er e C” ( (0,27) ? 
5°). 
2.2.4 ЖАКЕ F] EE 


设 M,N 是 两 个 光滑 的 维 微分 流 形 ,f:M 一 NN 是 同 胚 ,如 果 f:M 
一 丸和 它 的 逆 映 射 广 :N — M 都 是 光滑 映射 , 称 f 是 必 一 NN 的 光滑 
ГЕЈД, ,或 称 /是 微分 同 胚 (映射 ). 显然 光滑 同 胚 是 流 形 间 的 一 种 等 价 
关系 . 

E M 5 N 是 光滑 同 胚 , 则 MM 与 N 之 间 存 在 着 一 个 微分 同 胚 映 
射 了 ,微分 拓扑 学 研究 的 就 是 微分 流 形 在 微分 同 胚 下 不 变 的 概念 各 
性 质 . 

在 同一 个 拓扑 流 形 上 可 能 有 不 同 的 微分 结构 ,但 是 它们 所 构造 
的 两 个 微分 流 形 可 能 是 彼此 微分 同 胚 的 . 

例 2 ÆR 上 由 恒 同 映射 id 可 决定 一 个 光滑 结构 4，= |(К, 
p)} ,其 中 p = id. 由 上 映射 $:x 一 x ,Vx e 尺 也 可 决定 一 个 光滑 结 
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H:A, = | (R,4$)1. 前 面 已 经 说 明 4, ,4; 不 是 C” 相 容 的 ,但 是 光滑 
ЙЛ М, = (К,А), М, = (R,A,) 是 光滑 同 胚 的 . 

实际 上 ,考虑 映射 

АМ, >M; x—, 

ЯБА, фф" = 这 ,由 此 /是 光滑 的 . Жее /'°ф = id, /' 
也 是 光滑 的 . 因此 М, 与 М, 是 光滑 同 胚 . 

问题 ”在 同一 拓扑 流 形 上 ,不 同 的 微分 结构 所 给 出 的 不 同 的 光 
滑 流 形 是 否 一 定 光 滑 同 胚 ?回答 是 否定 的 .1965 年 ,J. Milnor 在 7 Ж 
球面 上 建立 了 一 怪 球 结构 , 它 与 球面 上 标准 的 微分 结构 所 建立 的 两 
个 不 同 的 微分 流 形 不 可 能 是 微分 同 胚 的 . 

1961 年 ,Kervaire 发 现 了 一 个 10 维 拓扑 流 形 , 它 全 然 没 有 微分 
结构 . 

这 些 工作 是 相当 精深 的 ,要 想 在 微分 流 形 上 把 拓扑 结构 与 微分 
结构 分 开 是 十 分 困难 的 工作 . 


$2.3 ” 切 空 间 和 余 切 空间 


对 于 nn 维 欧 氏 空间 R", 设 p 是 R" 中 的 任意 一 点 ,v = (> , 0") 
є R" 是 p 点 的 任 一 切 向 量 (R" 中 过 p 点 的 一 条 曲线 在 点 的 切 向 
量 ) ,利用 数学 分 析 的 知识 ,我 们 可 以 将 v 看 作 C” 上 的 一 个 算 子 , 即 
v:C Rf—2(f), 
Н 007) 的 定义 是 f 在 p AW о 的 方向 导数 ， 


A 


不 难看 出 算 子 v 具 有 如 下 两 个 性 质 : 设 f,g є С ,A e R, 
(1)v 是 线性 的 , 即 
vf + Аа) = (f) + Av(g); 
(2)v 满足 Leibniz 法 则 (wv 是 一 个 导 子 ) 
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s(/g) = f(p)x(g) + g(p)o(/). 
上 述 两 个 性 质 是 本 质 的 , 即 如 果 Се 上 的 某 个 算 子 了 满足 (1) (2), 
则 必 存 在 R" E p 点 的 唯一 一 个 切 向 量 v, 使 得 v 按 ( = ) 式 诱导 的 算 
TREAT. 因此 如 果 将 满足 (1) (2) 的 算 子 称 为 p 点 的 方向 导数 算 
子 , 则 方向 导数 算 子 与 切 向 量 可 看 成 是 等 价 的 . 
现在 我 们 直接 以 方向 导数 算 子 的 形式 在 微分 流 形 上 引入 切 向 
ш. 


2.3.1 流 形 M 在 点 p НУЫ X, 


定义 2.8 设计 是 mm 维 光滑 流 形 ,p e M,C (р) R M #Ep A 

的 所 有 光滑 函数 , 即 
С® (р) = ifl f:M— R, HSE p 点 任意 阶 连续 可 导 |. 
流 形 在 p 点 的 切 向 量 X, 是 一 个 映射 
Х„:С° (p) >R. 

满足 下 列 条 件 

(1) 线性 性 ”Va,B e R 及 Vf,g e C (p), E8 

X,(af + Bg) = aX,(f) + ВХ, (е). 
(2)Leibniz- 法则 Vf,g e С° (р), 
X,- g) = g(p)X,(/) +f(p)X,(g). 

+ (1),(2) HAH M Ep 点 的 一 个 切 向 量 是 C”(p) 到 RR 的 线 
性 映射 ,满足 Leibniz 法 则 . 

11 设 c:(-e,2s) 一 MM 是 光滑 流 形 M 上 经 过 p 点 的 光滑 曲 
线 ,c(0) = р, ШВ о 确定 了 一 个 映射 X,:C"(p) 一 下 ,其 定义 是 
Vf e С° (р), 

A = 059), 


ЖЕ ео о:(- є,=) — R ННВ, 是 曲线 o 的 自 变 量 . 可 以 证 
HB X, Æ M Ep 点 的 切 向 量 . 事实 上 ,X, 是 线性 的 ,其 次 , Vf,g є 
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С" (р), 
Kf) = (в) о) 


= (о) + (+ о), 


= (feo) lge Ø) lo + (ge 0) (уе 0) 1, 


= /(р)Х„(а) + g(p)X,(f), 
BH X, 满足 Leibniz 法 则 . 
上 面 例 1 中 所 定义 的 切 向 量 X, 称 为 流 形 M 上 的 光滑 曲线 er = 
olt) 在 1 = 0 处 的 切 向 量 , 简 记 o (0). 
一 般 地 ,曲线 o 在 1 的 切 向 量 记 为 ao'(1) ,下 面 可 以 看 出 , 流 形 怕 
{ЕР 点 的 切 向 量 可 以 看 成 光滑 流 形 M 上 经 过 p 点 的 一 条 光滑 曲线 在 
该 点 的 切 向 量 . 


2.3.2 HÉ M 在 点 p 的 切 空间 TT,(M) 


定义 2.9 ” 设 人 是 mn 维 光滑 流 形 ,p е М,М Ep 点 的 切 向 量 X, 
的 全 体 , 称 为 村 在 p 点 的 切 空间 , 记 为 7,(M) , 即 
Т,(М) = |X, 1 Х„:С°* (р) В ЕВН HWE Leibniz 法 则 | 
在 7T,(M) 上 引入 加 法 及 数 乘 . 对 于 УХ, Yp e 7,(M) 及 A e 
R, 
[œ +YDN = 和 On + 1,00, Уе cp), 
(AX.)(0 = АХ,Р, Vf e С° (p). 
ERA, +Y, ЖАХ, e T,(M) ,从 而 7,(M) 一 定 是 一 个 线性 空间 . 
下 面 进一步 说 明 T (M) 的 维 数 是 m 维 . 
在 7,(M) 中 找 出 由 m 个 切 向 量 构成 的 基底 . 
设 (U,p) ЖМ fE p 点 的 一 个 坐标 卡 ,其 局 部 坐标 为 (x' ,x?，…， 
x") , 则 
ф(х) = (а! (а) 2х), 5,5709), Yx e U, 
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@(p) = (%,%,,%). 
对 于 每 个 i, 作 


2C (р) +8; f>), 
дх дх 


pip) ° 


2 (Р = 90-6) 

дх дх 

H ф':Ф(У) (С К") 一 R 是 mm 元 可 微 函数 
z = f° ge (x 2... x"). 


ee, 是 z = fo pe 和) 关于 x fE ф(р) 点 


的 偏 导数 . 可 以 证 明 1 3, 各,… ,| 具有 下 列 性 质 : 


从 而 


(1) Š e T,(M),i = 1,2,--т. 
дх 
首先 ,具有 及 一 线性 性 . 事实 L,Va,B e REf,z e C" (p), 
2 Caf + Bg) = (laf + Bg) ° фт!) 
дх дх 
= (alfe фр!) +8(е° p71)) 
дх 


= „©°е ) Ф) +p? e) ° } 1) 
дх' дх 


= aŠ) +812108). 
其 次 ,二 满足 Leibniz 法 则 . 事实 上 , Vf,g e С° (р), 
Z0: g) = 2005 в) ° Ф')Ф(р) 


= 2107 e) ° (ge @7)] | wm) 
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= (f° ф')(ф(р)) (gp 
дх 
+ (go ф') (ф(р)) + (з фт") a 
Ox 
= f(p) 2-06) 1, + g(p) 2:0) 1, 
Ox дх 
2.2, e T,(M), Yi = 1,2,--- m. 
(2) 由 于 坐标 函数 x = z; ° Ф:М — R 是 C”- 函数 ,因此 ， 


д ; д - т 
70") = эх ^^ ° фт) (х1, т) 


= (ne e° pla, z") PA 
TE 
(3) 对 于 V X, e T, (M) {ЕН &Ж ЕКЕНТ. 这 是 因为 ， 
H Leibniz 法 则 
Х„(1) = X(1:1) =2Х,(1), 
故 
X,(1) = 0. 
从 而 对 V 常数 C, HH X, WREE 
X,( C) = Х„(С.1) = СХ,(1) = 0, 


F(C) = 0,Vi 
дх 


(4) 二 作为 线性 空间 T,(M) 中 的 m 个 元 素 ,一定 是 线 


性 无 关 . 事实 上 ,车 
д0. + А, + = 0, 
дх дх дх 
它 作 用 在 每 个 坐标 函数 x ,…,x” 上， 
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(5) 对 于 VX, є 7,(M) ,一 定 可 以 由 5， 和 5 线性 表示 事 
KERA, = Ya Rp a a... a" 待定 ， 
X,(x) = >“ Z) = аї,ј = 1,2,:,т, 
_ = iy 0 
FEX, = У Х,а) Эл 


综 上 所 述 ， Ži 1 <= т} ÈT, (M) 的 一 个 基 , 称 为 W 在 p 点 
局 部 坐标 系 (V,p;iz) 的 自然 基 ( 或 局 部 基 ) ,从 而 对 УХ, < T. (M) ， 


m 


其 中 a = X, (а?) , 称 为 切 向 量 关于 自然 基底 的 分 量 . 
#2 ЖМ 上 的 一 光滑 曲线 
o:(-£,£)—M,o = (G(t)) 
Ep = с(0) 点 的 切 向 量 和 (0) 关于 局 部 基 | .| 的 表示 式 . 
设 (Y,piz) Ж МЕР = o(0) 点 的 局 部 坐标 系 , 艺 = o'(0) 由 
曲线 的 切 向 量 的 定义 , Vf e С" (р), 


df- А 
хр = EZI 5 EI ale e) ° (ее 0)) 
OFORO 
_ < alfe) | de). 
T a "ош? 
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© dx'(0) ә 


= i=} dt 5000 


因此 


(0) = > a(o) но 


于 是 流 形 上 光滑 曲线 go = o(0):(- e,e) — МЕ: = 0 点 的 切 向 量 
5(0) 在 自然 基底 下 的 分 量 恰 是 曲线 = = (r) 在 局 部 坐标 下 的 参数 
方程 的 导数 于 (0 

下 面 说 明 对 于 V X, e 7,( M) ,一 定 存 在 流 形 M 上 经 过 p 点 的 光 
滑 曲线 0, 使 得 

X, = 0(0), 

即 入 ,就 是 该 曲线 在 + = 0 点 的 切 向 量 . 

事实 上 , 设 (V,p;x ) ЖЕ M fE p 点 的 局 部 坐标 系 ， 


= Уа = X,(a'). 
设 所 求 的 曲线 为 er = a(t), o(0) = p, m 


@(0) = = > 400) а 5, 


要 使 = 5(0) „022 (0) = а НЕМ Aip = (0) 点 的 光 
Н 0:(- e,e) 一 Mo = o(i), 它 的 局 部 表示 为 

x (t) = xo + a't, 
HPko aa) 是 p 点 的 局 部 坐标 . 此 时 ,该 曲线 在 上: = 0 点 
的 切 向 量 为 


a dx(0) ð 
©(0) = > dt ` 3: 
; 8 . 
= '— = X. 
ч“ дх' , 
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这 里 要 注意 曲线 = ol) 在 + = 0 的 切 向 量 w'(0) = 2 1,-。 的 分 
量 只 与 该 曲线 的 参数 方程 

өе (D) = (2000 (10)) OEO 
E SAE ES 


最 后 ,讨论 T, (M) 中 的 基 变 换 
设 (U,p) ROV, y) 分 别 是 M Ep 点 的 坐标 卡 , (x ,…,x") 及 
(y ,…,y") 分 别 是 它 的 局 部 坐标 , 且 
olp) = (rora) (p) = (yo ,yo). 
从 而 ,其 坐标 变换 :y。ep :Ф(О n V) (О n V) 
у! = y (x! s. x) ， 


y" = y"(x!,=+,z"). 
对 于 Vf e C" (р) ,由 -的 定义 


~1 
an а 24е) | 
дх дх' 


e(p) 

= (fo ут) (у (а! дт) "(xl ) ) 
дх 

_ х 905 ш) ду 

j=1 ду! Әх’ 

= ду að 


1 


于 是 
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或 

ау ду ary ә ә 
дх! Әх) Ox! Ox ду' ду! 
9 ду ar ду" | ә А | 6 
— — — ——— — д , — _ 
Әх? |= | ә? ә? әх? | ə |= о. У?) ду? 

(х, ) 

aj Ja ə e а. 
дх дх" дх" дх” ду ду 


иа, и ЕЕ э! ЛЕ 的 过 渡 矩 阵 , 正好 是 由 局 部 


АА (ат) 变 为 (y' ,…,y") 的 变换 p。yY ”的 Jacobi 矩阵 
90) ш 
д(х t. x") 

д — ӨХ, ð 


ду! т Ў ay ax 
切 空间 是 微分 流 形 上 十 分 重要 的 构造 , 它 是 微分 结构 的 产物 ， 
由 于 微分 流 形 在 每 一 点 都 有 切 空间 这 样 的 线性 结构 ,线性 代数 就 
成 为 研究 微分 流 形 的 一 个 重要 工具 ,此 外 还 有 外 代数 、 李 群 、 李 代 
数 等 . 


2.3.3 HE M 在 点 p 的 余 切 向 最 与 余 切 空间 


1. 基本 概念 

定义 2.10 设 必 是 m 维 微 分 流 形 ,p е M,M {Ер 点 的 切 空间 
T,(M) 的 对 侦 空间 称 为 M 在 p 的 余 切 空间 , 记 为 了 7 (M) , 即 T, (M) 
上 所 有 的 线性 函数 

T; (M) à Z4 T,(M),R) 
= {0,1 u, :T,( M) Е, о, ÆRTER. 

T; (M) 中 的 元 素 称 为 W Ер 点 的 余 切 向 量 . 
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为 方便 起 见 , 常 把 余 切 向 量 w, 在 切 向 量 X, 上 的 值 w,(X,) 记 为 
Cw, ,X,) ,Eh 
w,(X,) = (Cw, ,X,Y. 
M|. ,Х,) ЖТ, (М) x T,(M) 上 的 双 线性 函数 . 
注 (1) ET; (M) 上 定义 加 法 及 数 乘 
[9 +0,)(Х,) = ш,(Х,) + 0,(X,), 
(Аю, ) (Х,) = А w,(X,). 
其 中 入 e К,Х,,Ү, є Т,(М), Т (М) 是 线性 空间 . 
(ü) 对 于 村 上 任意 给 定 的 光滑 函数 f, 只 要 fe С° (p) ,就 确定 
ТАМ {Ер 点 的 余 切 向 量 , 记 为 df1，. 
事实 上 
dfl ,:T,(M) >R, 
dfl,(X,) À X,(/), 
e X, e T,(M). W|dfl, e T? (M) ,只 要 证 明 df1, 是 7,(M) 上 的 
线性 函数 ,而 这 是 显然 的 ,将 df | , 称 为 函数 在 p 点 的 微分 . 
(iii) 设 (V,p;x') Ж M Ep 点 的 局 部 华 标 系 ,由 于 x = тоф 
M 上 的 光滑 函数 ,从 而 由 (i) , 它 就 确定 了 m 个 余 切 向 量 
dx' ах? ++ dx". 
TERES 上 ,有 
0 дх i 
ы! 7 ad = 5 
因此 jdz ае 20,20 ИЕ, ax ЖЕТ; (M) 
上 的 基 , 从 而 T; (М) 是 m 维 线性 空间 . 
2. 余 切 向 量 的 局 部 坐标 表示 


没 (V,p;x') 是 奴 在 p 点 的 局 部 坐标 系 ,| pd ,|dx'| 分 别 是 


dx | 
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微分 流 形 基础 
Т„(М),Т; (M) 的 自然 基底 ,对 于 УХ, e T,(M) ,有 
-Şada Si 
R е E 
iw, e T) (M), 


СИЕТ 
w, (X) = Уа, (22) 


= У, Х,08), (220), 
{B 4х'(Х„) = X, (x+). 从 而 
w,(X,) = У 2) ` dx'(X,), 
于 是 
w, = у С) . ах’. 
特别 Vf e С” (р), 
хид ,i 
df = У 40) а 


Вр dfi, ЗЕБ РЕ р 点 的 普通 微分 . 
3， 对 偶 基 的 变换 及 余 切 向 量 的 变换 
(0, зх’) K(V,g;y ) 是 M 在 p 点 的 两 个 局 部 坐标 系 ,其 坐标 
变换 为 
yep :op UNV) oY UNV CR"), 
Yop (x sx) = (y'en), 
即 
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у! = y (xw, x"), 

у? = yax, ea"), 

y" = у"(х',зз,х”), 

TEŽI э! 是 7,(M) 的 两 组 基 , | dx’! ,1dy| ЖТ; (М) 的 两 
组 基 , 我 们 有 


由 于 上 映射。 :x x) e yy") Дф у: (у, 
ey") |— (ат, т) 的 Jacobi тҮ 
< ду‘ PE ox O _ ш 
; = б y = э a 0 


k=1 дх* 
i ау‘ = У Мах“, 
үт 


& = dy (9) = У, ла) 


1 ду! 
aa axt a 
= àidx"( 一， —) 
> i 1 д ox! 
= À, 一 dx (一 ) 
> > E ay Сах 
= À, —6 

> > ‘oy 
. x 
一 А; —. 
> i ду' 


RETEA) SEED TAERE, Bl 
(о) = (27). 
дх 
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从 而 


或 


ау" 


ау‘ = 一 dv ， 
2 a 
i Ox’ 
ах = —dy. 
Ў ay 
ду' ду! ду! 
Әх ar дх" 
` и 2 dx 
ду ду ду 2 
т у „| dx 
= | ox дх дх А 
т т m dx” 
ду ду ду 
дх! дх? дх" 


又 设 余 切 向 量 w, 在 1dx'| ,dy | 下 的 分 解 式 为 


则 

5, aidx = 
于 是 
同 理 
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= È, id w, = > Bay. 


824 切 映 射 与 余 切 映射 


2.41 HRS 
光滑 流 形 М" 5 N" 之 间 的 光滑 映射 :M 一 入 ,自然 可 以 诱导 出 


在 对 应 点 的 切 空间 之 间 的 线性 映射 ,实际 上 , Ур є M, VERAT 


F.,:T,(M) 一 re) (№, 


对 于 YX, e T,(M) K g e С° (Е(р)), 


Е.,(Х,) (g) А X.(g° P), (ж) 


PRF., БЕЯН 严 的 切 映射 


R). 


注 (i) 首先 ( * ) 有 意义 
这 是 因为 下 是 光滑 的 ,而 g е C°(N,R), Am ge Fe C* (M, 


ЖИК Е.,(Х,) E Ti СМ) ,这 是 因为 
(1)F.,(X,):C% (N) — R 是 线性 的 
Va,B є R,g g: EC (N), 
Е. ,(Х,) (аг, + Bg,) = X,[ (eg, + Ва) ° F] 
= Х,(ов, ° F + Bg, ° Е) 
= оХ, (61° F) + ВХ, (2, ° F) 
оЕ,(Х,) (2) + ВЕ. ,(Х,) (е). 
(2)Е, ,(Х,) 满足 Leibniz 法 则 
Е.,(Х,) (а 82) = Х,[ (а, 82) ° F] 
= Х,[ (g, ° Е) + (g, ° Е) ] 
= (g ° Е), X. (g; ° F) +(g,° F), Х, (а ° F) 
= &,(Е(р))Е,,(Х,) (2) +g,(F(p))F.,.,(X,)(g,). 
(ü)F,, ЖТ, (М) 到 Ti (N) 的 线性 映射 ,对 于 Vag є 


R,X,,Y, c T,( M) 恒 有 
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F,,(aX, +BY,) = аЕ,,(Х,) +BF,.,(Y,). 
Cii) F., 在 基 上 的 作用 
BU, pir), (Vy) 分 别 是 M" {Ер ARN EFC) 点 的 局 


部 坐标 系 . | ax ,137| PIET, (M) B Trp CN) 的 局 部 自然 基底 ， 


ATED е T, (№). 于 是 


i 
x 


9 Suð, 
F, -) = J А, = 1,2, ,m. 
‚Сол? ј=1 ду! 


ЕИ, 

FGD OD = Sai TO, 
即 

2105 Е) = ул = А 
从 而 

Pa) $ 00 г 


ах’ Т ax’ ay 
问题 Г.С) ТТ, 是 否 构成 7ro (М) 0938. 


(iv) 切 映 射 的 链 法 则 
it F:M"— N,G:N— №, G° Е:М — N. 从 而 (6G。 F).;,: 
ТСМ) > Tarm (N) ,于 是 Vg e С° (№), 
(Go F).,(X,)(g) = X,(g° (Се F)) 
=X, [(g° G) ° F] 
= F.,(X,)(g° G) 
= Grp (EF (X) (2), 
ВП 
(G° F) жр 7 С.к ° Е. 


74 


P-E 。 微分 流 形 
Abh Е. 称 为 映射 严 的 微分 , 记 为 4P1，, 即 P.，& dF 1,, 于 是 
ERA d(Go F) = dG。 dF. 
(v) 流 形 上 一 光滑 曲线 z; ( - s,s) > M 在 一 点 的 切 向 量 为 
о' (г) ,可 以 由 产生- 
R 表示 直线 疏 ( - e,e) 在 :点 的 切 向 量 ,从 而 


d іс , 
©.) = ш А т (t) e T. (M), 


于 是 
d d А 
сс) = (f° о) f e С" (M). 
在 局 部 坐标 系 (U,p;x') F, 
g(c(t)) = (x (0(t)) ,x (0(t)) ,x" (0(i)), 
d d 
сб) =? о) 


Tv Y ах (о(1)) 
=- 2 dt 


А y Чеч). 2 (p. 


izi дх' 


因此 


2.4.2 ЖҰ 


iz F: M" — № 是 C” 映射 ,p e M.T; (М), ТЕ (№ 分 别 是 MM， 
N # p Е(р) 的 余 切 空间 . 
ЕЕЕ, Ti, (N) — T; (M). 定义 如 下 Уо е ТА, (N), 
及 VX, є T, M), 
F (wr) (Х,) А Wr (E ap (Xp) ). 
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首先 说 明 F” (wrp) e T; (M) = L(T,(M) ;R). 
事实 上 , Vap є Е,Х,,Ү, e T,(M), 
F” (wro) (aX, + ВҮ,) = wrp (F. (QX, + ВҮ,) 
= Wsp (aF, (X,) +B8F.,,(Y,)) 
= wu, (F.,(X,)) + Bwr (F.,(Y,)) 
= aF} (wyp) (Xp) + ВЕ, (wrp ) (Y,). 
#k F; Tho (N) — T; (M) ЭШ Е.М — N 的 余 切 映射 ,或 称 为 拉 
回 映射 ,可 以 证 明 Е, 是 线性 的 . 事实 上 ,Va,B e R, wrp ,Or € 
Ti (N), Æ VX, e T,(M), 
Еу (ашку + BOr) (X) 
= (ошу + Bôro ) Fap (Xp) 
= 00) (F.,(X,)) + BOr (F.,(X,)) 
= aF; (ок, ) (X,) + ВЕ; (Өк )(X,). 
于 是 到 NN 上 的 光滑 映射 ,诱导 了 切 空间 与 余 切 空间 之 间 的 两 个 
ВЛЕВА Е.Е. 它们 之 间 有 如 下 的 交换 图 : 


* 


N T,( M) Te СМ) 
g° F g w ° F., = Fr o W F(p) 
N 


F ° Wep = Wep e F 
下 面 给 出 余 切 映射 的 几 点 性 质 . 
(1) É F:M — M ÆRE М 上 的 恒 同 映射 , 则 
F.,:T,(M) > Т,(М), 
ЕТ, (M) — Т; (М) 


жр" 


也 是 恒 等 映 射 . 
(2) 设 F.M 一 NN 是 光滑 映射 ,p c M, 对 于 Vg e С°(М,К) ,dg 
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{кь € Tip CN), D 
Е (dgl rp) = 48° F., = dgl rpe dF |, = dlg. Е),, 
Вр 
Е (dg! ro) = dlge F), 
(3) Е.М N,G:N— N,WJ Go F:M — N, AmM(Go Е); : 
Torp (N) — T; (M) H 
(G° Е), = F; ° Gip 
事实 上 , Уш) € Tarp (N) ЖХ, e 7T,(M), 有 
(G° F) (ску) (X, ) 
= Wer (Go F) .,(Х,)) 
= Weron (С.к ° F.,(X,)) 
= Giron Weron) (F ap (X,)) 
= Ер (Grip (Woron) СХ): 
从 而 
(G° F); = F; ° Gp: 
(4) 余 切 映射 在 基 上 的 作用 
Ў Е:М № С" 映射 ,p є М,(Ш,ф;х') (У,у) 分 别 是 
M,N 在 p K F(p) УЖЖ, ДЕ (dy 1 ep) e Т, (M). 且 由 
性 质 (2) 
Е, (dy 1 ro) = а( у ° Е), 


=} ОР av, 
izi Ox 
用 矩阵 表示 为 
dy ах! 
F` dy = 9(, y") а? 
Р : alx- x") , 
ау" F(p) dx” 
其 中 
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ду! ° Е ... ду! o F 
1 т 
aly") _ ôx ôx 
д( бое, ") ` ` 
дх\ дх" 
为 F 的 Jacobian ВЕ J( F) ,于 是 
ХЕ) = КЕ) = JP) 


(5) ЖИЛЫЕ Р (wrp) 的 局 部 表示 


BU, фух’) AOV, piy) 分 别 是 M,N 在 p RFC) 的 局 部 坐标 


系 , 则 
Z д i 
We(p) = У wnn (1 к ) dy l Fo) ° 
i=l ðy 
从 而 
* Z д * i 
F; (Wr) = È wro GF ro )F; (dy Гь) 


п 9 т ду! ° F | 
= У ш, (29-1 | dl, 
> Fip) ( ay F(p) ) > Әх) р р 


2.5.1 光滑 映射 的 进一步 讨论 


设 М" N" 分 别 是 m Е п ОК, Е.М — N Æ С" В, 
ре М. SRU, p: ) 及 (Yi7 ) З M.N Ep 5 Fp) 点 局 部 


坐标 系 , 于 是 其 坐标 变换 为 
ф° Еф poU (CR) (И) (С К"), 
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(z'," x") I— (y, y") 
= (y'o F(x ,x"), 
уо F(x! ‚з ,х")). 


和 矩阵 
oy o F И ду oF 
1 т 
ө) | S И 
alx, x") _ ` ° 
ooF y'o F 
дх' дх" 


nxm 


WA JC). Wu ao P Ep 点 的 秩 , 记 为 rank, (Е). 
注 (i ) 81-2 "l, 


则 
9 п ð о о Е д 

ғ.) = У ——-0- 

дх azi Ox ðY 


PO 


因此 ,rank,(F) 正好 就 是 (2, э F.C) 极 大 线性 无 关 组 


所 含 向 量 的 个 数 . 

Gi) 映射 正在 各 点 的 秩 未 必 相 同 ,但 是 如 果 

гап, (Е) = k = тіп(т,п), 

BJ F ХЕ р 点 某 个 邻 域 内 必 有 相同 的 秩 . 

事实 上 ,由 于 rank,(F) = А, Д) J( F) 必 有 一 个 上 阶 子 矩 阵 的 行 
IARE p 点 不 为 0, 由 于 该 子 矩 阵 的 每 个 元 素 都 是 m 元 的 连续 函数 ， 
从 而 ,这 个 k 阶 子 列 式 的 值 一 定 在 p 点 的 某 个 邻 域内 处 处 不 为 零 ,而 
k = min(m,n) ,从 而 下 在 该 邻 域内 的 秩 均 为 天 


(їй) "4rank,(F) = т, ЈЕ, ,(-27),---,Е.,(-9-) 线性 无 关 ,此 
дх дх 


ATF.: T, (M) 一 Tr (N) 一 定 是 非 退 化 的 线性 映射 , 即 眉 ., 必定 把 
非 零 的 切 向 量 映射 于 非 零 切 向 量 . 
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最 后 ,我 们 要 叙述 两 个 十 分 有 用 的 定理 . 
定理 2. 4( 逆 映射 存在 定理 ) RM, NENA n ENRE, F: 
М" э № "是 光滑 映射 ,Ps М, тапк, (Е) = n( 满 秩 ) , 则 必 存 在 M 
在 p 点 的 一 个 邻 域 0, 使 得 V = FCU) ÆN E Fp) ЖЕ, Н Е 
l,:U— F(U)( C N) А. 
ФРАН ” 取 必 在 p 点 的 局 部 坐标 卡 (UV,p) 及 N 在 F(p) 点 的 局 部 
АЕ (У, р), ЕСГ) CV, 由 下 的 光滑 性 可 知 
Fa Jo Fo ф”!:Ф(Й)(С К") (ў) (С К") 
是 光滑 的 . 
另外 ,ranj (Е) = n, Ai F HE olp) 点 的 Jacobian 行列 式 不 为 
零 , 根 据 欧 氏 空 间 中 反 消 数 存 在 定理 ,存在 g(p) 及 y(F(p)) ТЕК" 
中 的 邻 域 VC oÙ ЖҮ C (V) 使 得 映射 
Fly:U(CoU) СА") — V 
有 光滑 的 逆 映 射 (1,)":V' 一 U'. & 
U= 9 (VU),V= (У'), 
W U,V RIEM, N Æp KF) 点 的 邻 域 , 且 Fl,:U 一 V 是 光滑 的 
ЕЈ. F:e(U) (У) 是 光滑 同 胚 ,其 中 P(U) = U' (У) = V'. 
定理 2. 5( 秩 定理 )” 设 ,N 分 别 是 m 维 .n 维 光滑 流 形 ,m < n, 
X. F:M" — № 是 光滑 映射 ,p e М, Н гап, (Е) = m, 则 一 定 存在 MM 
{Ер ЕЊЕ (О, pix) KNE F(p) 的 坐标 卡 (V,y;y") ,使 得 
F(U) C V,B Fl, ту Рф :9p(U) 一 y(V) 是 
pe Fo gp (x! ,x e") 
= (y' ° Е(х! зз ,х"), т ,у" o Е(х',---,х")) 
= (х! ‚?‚-,%”°,0,0,‚,‚0), 
即 


y = ye Fox, < i < m, 


80 


第 二 章 MIAH 
у= у Е =0,m+1 < À < n. Ф 
2.5.2 子 流 形 


1. 浸入 子 流 形 

定义 2.11 BM, NIAE т п УЙЕ, Е: М = N Æ С" 
映射 ,如 果 Vp e М, ЕТЕ р Ву тапк, (Р) = m, 即 FF,,:T,(M) 一 
Т (N) 是 非 奇 异 的 , 则 称 忆 是 一 个 浸入 . 

注 ” 当 五 是 一 个 浸入 时 ,Ff(M) 不 一 定 是 一 种 真正 意义 上 的 微 
ЛК, РОМ) 不 一 定 存在 一 个 微分 结构 . 

例 1 HERH Р.Е 一 R° ,其 定义 为 


F(t) = (2cos(t - > ,sin(t — D) 


它 的 切 映射 
d. _ dF(i) 
"а dt 
BIF, (E) 处 处 不 为 零 ,从 而 rankF = 1 F ЙЛ. 但 F(R) 


不 是 局 部 欧 氏 的 ,从 而 F(R) 不 可 能 成 为 一 个 微分 流 形 . 

但 是 ,如 果 玉 是 单一 浸入 , 则 有 下 列 定理 . 

定理 2.6 ЖЕР: М" N" 是 单一 浸入 (rankF = m E. Е 
射 ), 则 F(M) 上 一 定 存 在 拓扑 结构 (不 一 定 是 由 NN 上 的 拓扑 诱导 ) 
及 微分 结构 (不 一 定 由 NN 上 的 微分 结构 诱导 ) ,使 得 FCM) 成 为 一 个 
微分 流 形 ( 此 时 称 为 N 的 浸入 子 流 形 ). 

证 明 ”首先 构造 РОМ) 上 的 拓扑 结构 

T = le C F(M)! F''(@) R M РЭ} ,可 以 证 明 r 是 FM) 
上 一 个 拓扑 ,这 是 因为 是 单 射 ,从 而 F;M — FM) 是 一 一 映射 ,从 
їй F HE, РАЕМ ЕОМ) 是 一 个 同 胚 (相对 于 7) , 且 相对 于 7， 


= (-2sin(t 一 人) ,cos(t -P 


人 ”参见 陈 维 恒 著 :《 微 分 流 形 初步 》 ,北京 :高 等 教育 出 版 社 ,1998 年 版 . 
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F(M) 也 是 7 的. 

HRE FM) 上 构造 微分 结构 

А = |(Е(Ш„),ф„° Е) 1 (Ш„,ф„) МЕЧЕ. 

可 以 证 明 А 一 定 是 РОМ) 的 一 个 微分 结构 . 事实 上 ， 

(1) U F(U,) = F(U Us) = Е(М), 

(2)(Ф„° F) • (gao К“)! = puao Fo Fog; = @,° фр 是 
С° 的， 

HBiH+(e,s F')(F(U,)) = ф„(Ш„) СА", МЕМ) 是 m 维 

Хх E ЖЕТЕ Е: М- N b ñE ABR, РОМ) (СМ) 上 可 建 
立 拓扑 结构 了 ,但 这 个 拓扑 结构 不 一 定 是 由 М 上 的 拓扑 诱导 的 , 即 т 
“ту! Е(М) ,其 中 TAN 是 N 的 拓扑 . 

例 2 F.(- т,т) — R° 

F(t) = (2sint, — sin2t), 


d dF 
F. (4) = (2cost, — 2cos2t), 


而 cost ,cos2t 不 全 为 零 , 因 此 对 Vie(-7,7),rankF = 1 = ( - т, 
т) 的 维 数 . 

从 而 下 是 一 个 浸入 , 且 有 是 单一 的 ,于 是 F(M)(8 字 图 ) ER 中 
的 浸入 子 流 形 ,其 上 的 拓扑 结构 为 :p 在 ЕСМ) 中 是 开 的 当 且 仅 当 
F? (@) EC- r,a) 中 开 , 即 F(M) 带 有 R' 中 的 拓扑 ,但 这 个 拓扑 不 
可 能 是 由 R° 中 拓扑 诱导 的 拓扑 (不 可 能 是 R° 中 的 开 圆 盘 与 РОМ) 
的 交 , 这 个 交集 不 可 能 是 开 区 间 的 并 集 ). 

2. KATAH 

我 们 知道 ,如 果 F.M 一 入 是 一 个 单 浸入 时 , 则 由 诱导 的 入 的 一 
个 浸入 对流 形 (F(M) T.A) ,其 拓扑 结构 :7 = le CFO) F” (e) 


EMPERE, ,其 微分 结构 :4 = |U), pae FHI (Una) HM 
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的 坐标 卡 上 

但 此 时 F( M) 的 拓扑 了 不 一 定 是 由 六 的 拓扑 rw 所 诱导 , 即 了 > 
Ty | дому 

定义 2.12 Е.М МА, H F(M)(C N) 作为 N 的 
子 空间 (F(M) RA N 的 相对 拓扑 ) В F:M ЕСМ) 是 同 胚 , 则 称 
F(M) 是 EJE NTI PR F EARRA. 

Ж (i) УРАЛЕ, ЕОМ) 上 可 以 同步 子 两 种 拓扑 . 

一 种 是 由 下 诱导 :p EFM) PR SF l) fE M ФЭ; 

一 种 是 相对 拓扑 :p 在 Ff(M) PFS IN PREV, Ee = V n 
F(M). 

这 两 种 拓扑 不 一 定 相 同 , 车 相同 , 则 F(M) 不 但 是 入 的 浸入 子 流 
形 , 且 F(M) 也 是 N 的 嵌入 子 流 形 . 

(П) 4 F ÆRA, Е(М) 是 m 维 微分 流 形 , 此 时 F: M 一 
F(M) 相对 于 由 下 诱导 的 F(M) 的 拓扑 是 一 个 同 肛 的 ,如 果 玉 相对 于 
Е(М) 的 相对 拓扑 也 是 同 胚 的 , 则 ЕСМ) 是 NN 的 嵌入 子 流 形 . 

(11) 判断 一 个 单 浸入 FF:W 一 六 是 不 是 嵌入 是 十 分 重要 的 ,下 面 
两 个 定理 给 出 了 这 种 判断 准则 . 

定理 2.7 如 果 UC M JE M ЧАТУ, ЙИ U — JE H К 
入 子 流 形 . 

WERA /Е::0—:(0) C M,i(p) =р,р є U0, 则 i 一 定单 浸入 
(i 是 单 射 ) ,是 在 局 部 坐标 系 下 ， 


і: (x дй, x") — (у oly o i,e y" o i) 
= (xl, x"). 
于 是 
1 0 0 
9(y ,7) |0 1 0 
alx’, -e x") 7 2. 
0 0 1 
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rank(i) = n, 
RI: RA. 同时 ,六 一 忆 是 同 胚 ( 关 于 相对 拓扑 ) ,从 而 U 是 MM 的 
嵌入 子 流 形 . 

定理 2.8 设 f.M 一 NN 是 光滑 的 单 浸入 , 且 M 是 紧 致 的 , 则 
Е(М) ж N KRATRE . 

证 明 ”由 拓扑 学 知道 ,从 紧 致 的 拓扑 空间 到 Hausdorff 空间 的 
ВЫЙ, — дЕ АЈ. 现在 由 NN 是 Hausdorff 的 ,因此 FF(M) 作为 六 
的 相对 拓扑 子 空间 ,也 是 Hausdorff 的 ,由 于 下 是 单 射 ,从 而 Е: М 一 
F(M) 当然 是 一 一 映射 , 下面 说 明 FF 是 连续 的 . 

事实 上 , Уре М, Е: М-М), НР УФЕ Е(р) 点 
的 任 一 个 开 邻 域 了 , 必 存 在 W 在 P 点 的 开 邻 域 0, 使 得 p є F(U) С 
V, 当然 有 

p e F(U) C V n F(M) АЎ, 
FÆ F:M— F(M) (Hausdorff 2 [8]) EER, ОО F( M) 是 NN 的 
RATRE . 
定理 2.9 ЛЕ. М УД КАЛАИ ЛЛК ТР є М, 
存在 NN 在 F(p) 点 的 局 部 坐标 系 (V,y;Y ) ,使 得 
(q) = (0, :--,0),9 = F(p), 
{(з) = (у у, е,у",0,,0), 
其 中 s e V n (М). 

证 明 ”必要 性 . Е: M— N FW JAWI FERA, TE уре 

M, 
rank, (F) = m(M 的 维 数 ). 

由 秩 定理 ,存在 # 在 p 点 的 局 部 坐标 系 (V,pjz ) (О МЭЖ) 
及 N 在 F(p) ВЈ (У, piy) 使 得 

(DAU) C V; 

(2)e(p) = (0,0,---,0) є R"; 

84 


第 二 章 # AN 


` (З)ф(Е(р)) = (0,0, 0) є Re Fo фт (х', an) 
= (х',:::,х",0,0,:--,0) є R. 
HT F:M 一 Е(М) ЖЕЕ, АН F( M) 具有 NN 的 相对 拓扑 ,而 
F(U) ж ЕСМ) 的 开 子 集 , 故 有 N 的 开 子 集 W, 68459 
F(U) = F(M) n VW. 
ЖЮ W c V, FÆ F(M) п WW 中 具有 局 部 坐标 
(y, 0, ,0). 
充分 性 略 去 ?. 
Ж H. Whitney 在 20 世 纪 30 年 代 开 始 ,对 于 m 维 微分 流 形 在 欧 
氏 空 间 的 嵌入 问题 进行 过 系统 而 深刻 的 研究 ,证 明了 Whitney 定理 : 
Ж M Ë m С 微分 流 形 (1 < r < = ) , 则 存在 C 映射 F:M — В", 
使 得 /( M) ЖЕ?" 中 浸入 子 流 形 (F АВА, Н ЕОМ) ж R” 中 的 闭 
子 集 (相对 于 诱导 的 拓扑 ) ,也 存在 嵌入 映射 下:M" 一 R” ,使 得 
ЕОМ) ЖЕ"! PRATE ERAH FM — ЕСМ) ENE 
(相对 于 天 (MM) CR ”的 相对 拓扑 ) 他 ) ) ,但 如 果 加 一 条 件 必 是 紧 致 
的 ,其 证 明 要 简单 得 多 .全 
定理 2.10 设计 是 m 维 紧 致 的 光滑 流 形 , 则 存在 正 整 数 n 以 及 
光滑 映射 FM — R" ,使 得 F(M) 是 К" 中 的 嵌入 子 流 形 . 


问题 与 练习 


2 2 
1. 证 明 M = |(х,,х,) е R| Sesa] # 1 # C" ЖМ. 
a 


2.M = [|(x,y) | (2 +) = 2 - у | (жай) 作为 R° 536 


Ф 参见 陈 维 桓 著 :《 微 分 流 形 初步 》, 北 京 :高 等 教育 出 版 社 ,1998 年 版 . 
© 关于 这 个 定理 的 证 明 参 见 :H. Whitney ,Ceomeiric Integration Theory ,Princeton 
University Press, 1957. 


@ ”参见 陈 维 桓 著 :《 微 分 流 形 初步 》 ,北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2001 年 版 . 
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扑 子 空间 是 不 是 1 维 微分 流 形 ? 

3. 设 及 ,NN,w 均 为 C” 流 形 ,f:M 一 N,g:N 一 邢 均 为 C” 映 射 ,证 
明 由 

(/ха)(/Хх),а(у)) = Ох) 8)) eeMyeN 

定义 的 映射 Fx z:M x NS N x W С" H. 

А.З М,М,(ї = 1, k) 分 别 是 n,n, 维 的 С" ЖМ. 

F:M — M, x- x M,, 
F(p) = (F(p), e, F,(p)),p є M, 

W) F Ж C" ВОЯ 0 F.M — М, AC RH. 

5. Җ M.N 是 光滑 流 形 ,M 是 连通 的 ,f: 及 一 NN 是 光滑 映射 ,证 明 
若 在 每 一 点 p e M, 有 f.,， = 0, 则 是 常 值 映射 

6. 设 映 射 :R >R 定义 为 

y, = фе? + х,у, = x e” — x. 

РЕЖА, ЖКУ. 和 & B КАКЕН. 

7. 证 明 : 两 个 浸入 的 复合 还 是 浸入 ;两 个 嵌入 的 复合 还 是 说 入 
两 个 微分 同 胚 的 复合 还 是 微分 同 胚 . 

8. 设 有 是 连通 的 光滑 流 形 ,dimM > 2, 证 明 任 何 一 个 光滑 映射 
f:M— R 都 不 可 能 是 1 -1 的 . 

9. 下 列子 集中 哪些 能 作为 R° p C 浸入 子 流 形 ,r =? 

(1) (00,2) е оро lG, = 2) е0]. 

(2) { (х,у) e Аі х = 0% у = 01. 

(3) 1 (2,2) 1ге Ё. 

10. Ж т < п,т:К" — К" 是 投影 , 即 

TV) = (уу). 

设 p:X 一 R" 是 光滑 映射 ,证 明 : 如 (77。p,X) ÆR” 的 浸入 子 流 形 , 则 
(PX) 是 Е" 的 浸入 子 流 形 . 
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第 三 章 ” 流 形 上 的 张 量 场 


在 光滑 流 形 上 ,更 多 的 构造 常常 是 以 张 量 场 的 形式 出 现 的 , 因 
此 掌握 光滑 张 量 场 的 一 般 概念 是 十 分 重要 的 . 在 本 章 ,我 们 先 引 进 
光滑 切 向 量 场 X 的 概念 ,为 建立 流 形 上 光滑 张 量 场 提供 一 种 背景 ,其 
本 身 也 是 流 形 理论 中 十 分 重要 的 概念 ,然后 推广 流 形 上 向 量 场 的 概 
念 ,建立 流 形 上 的 张 量 场 . 进一步 证 明光 清流 形 上 存在 对 称 的 .正定 
2 阶 协 变 张 量 场 , 即 所 谓 的 黎 曼 度量 张 量 场 ,为 建立 黎 曼 流 形 作 必要 
的 准备 . 


53.1 流 形 上 的 切 向 量 场 


利用 光滑 流 形 上 的 光滑 结构 ,我们 定义 了 流 形 上 的 光滑 函数 及 
流 形 之 间 的 光滑 映射 ,以 此 为 基础 ,又 定义 了 光滑 流 形 在 任 一 点 b 的 
切 空 间 等 概念 . 它们 都 是 由 流 形 的 光滑 微分 结构 决定 的 线性 结构 . 

在 本 节 , 我 们 要 建立 流 形 上 的 光滑 切 向 量 场 ,顾名思义 ,所 谓 切 
向 量 场 就 是 流 形 上 切 向 量 的 一 个 “ 场 ”分 布 , 即 在 光滑 流 形 上 每 一 点 
都 指定 了 一 个 切 向 量 , 它 与 流 形 的 拓扑 结构 有 关 . 


3.1.1 基本 概念 


设 M 是 m 维 光滑 的 微分 流 形 , | (Un pa) То = ЖАН 是 
M 的 微分 结构 . Vp є M, 令 
T(M) = U T,(M) 
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称 为 M 的 切 从 . 

定理 3.1 Мт С" ЬЕ, ТОМ) 是 2m 维 C” 流 形 . 

事实 上 , 作 自 然 投 影 

т:Т(Му—› M, X,—>p, VX, eT(M). 
再 构造 T(M) 的 微分 结构 
0.,ф.)Тає Д, 

其 中 
a = m (U,) C T(M), 
@.:U,— Pal U) х R" C R" х R", 


xP V X, = ухи, є 忆 ,定义 
i=] 


Pal X) = (x (p), (p), X, X") є R”. 
T(M) 上 拓扑 结构 为 
T = |U => (U) i U 5 M Е. 
类 似 地 , 令 
7*(M) = U T; (M) 
称 为 M 上 的 余 切 丛 Е 2m 维 C” 流 形 . 
下 面 给 出 的 切 向 量 场 的 定义 . 
定义 3.1 iZ M EE m С" WOÉE,M 上 的 一 个 切 向 量 场 X 是 指 
METOM) 中 的 提升 , 即 映 射 
X:M—T(M), p— X(p) A X, eT,(M) 
满足 条 件 
mo X = id.M — M. 
换言之 , 切 向 量 场 是 指 流 形 上 每 一 点 p ME Y ЩЕ — BJ X. 
ЭЖЕ] Х.М 一 ТОМ) ИЕ С" 的 , 则 称 了 是 UV 上 的 一 个 光滑 切 向 
量 场 . 
Ж (i) BÉ MM 上 所 有 光滑 切 向 量 场 构成 的 集合 记 为 (М), 
EZM) 上 定义 加 法 及 数 乘 
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(X +Ү)(р) А Xp + Үр, 
(АХ) (р) ААХ, AER, 
MJ. M) 是 实数 域 上 的 一 个 向 量 空间 
(ü) 设 (U,x') 是 开 在 点 的 局 部 坐标 系 ,| -1 ,| 是 1 在 p 点 
的 局 部 自然 标 架 ,和 是 M 的 一 个 切 向 量 场 , 则 工 的 局 部 表示 为 


XI, = х —1,, 
5 > Ox P 


显然 ,X 是 UVU 上 的 一 个 函数 
X = X'(p) = X(x)(p) = X,(x'),WVp e U. 

进一步 ,对 于 Vf e C"(M,R) ,由 切 向 量 场 工 ,确定 了 M 上 一 个 

新 函数 , 记 为 XS 
Xf:M—R,p— (Хр) (р) À X,f. 

定理 3.2 设计 是 m 维 C” 流 形 ,X 是 村 上 的 一 个 切 向 量 场 , 则 
下 列 条 件 是 等 价 的 : 

(1)X 是 光滑 的 ; 


(2) 设 (U,x) 是 信 的 一 个 局 部 举 标 系 ,如 果 X y = Xa 2, 


则 每 个 o е C*(U,R); 

(3) X} M BEERE V ES e C"(V,R), 均 有 X(f) е С” ( V, 
R). 

证 明 (1)=(2). 由 天 的 光滑 性 可 知 , XI ,: U — T( M) 也 是 光 
滑 的 ,注意 到 

а = X(x') = dx'。X, 

其 中 dr: ут (U) СТОМ) 上 的 坐标 函数 ,根据 两 个 C” 上 映射 的 复 
ФМ) С" 映射, 可知 е C°(U,R). 

(2)=(3). 只 须 证 明 对 履 的 任意 一 个 含 于 V 的 容许 坐标 图 (U， 
фух’), XAA 1 是 C" 的. 事实 上 ， 
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X(f) 1, = ya муе C*(V,R), 
i=l 


上 式 右 端 确 是 U 上 的 С” РЫ. 

(3)=(1). 即 证 映射 X1y:U0 一 T(M) Æ C“ 的 ,利用 7T(M) 的 

局 部 坐标 系 ,X1,:U ТОМ) 对 应 的 分 量 函 数 
хото Хі = x ,dx о Xl, = X(x') = а, 
显然 都 是 C” 的 ,所 以 X1u:V 一 7T(M) С" BJ. 

现在 我 们 讨论 光滑 向 量 场 的 另 一 种 定义 方式 . 

引 理 3.1 设计 是 一 个 m 维 C” 流 形 ,如 果 映 射 a:C” (M.R) 一 
C° (M,R) 满足 : 

(1) 线性 性 «(ОА/+да) = alf) +ua(g),f,g е C" (M,R), 
Аи є Е; 

(2)Leibniz 法 则 о(/2) = fa(g) + galf) f,g є С° (M.R). 
那么 对 于 МЕДЕР Ое C (NM,R) , 若 Fl = 0, a(/) 1, = 
0. 

WRA ife С°(М,К), 1, = 0, 下 面 证 明 对 任意 p є U, 
a(f) (p) = 0. 

事实 上 ,对 上 述 p e U, р 的 开 邻 域 V 及 g e С° (M.R), 
使 得 VC VC ОУ, Н 

gly==1,g|wv=0. 
显然 fg = 0, Н Leibniz 法 则 
0 = a(fg)(p) =f(p)a(g)(p) + g(p)a(/) (p) 
=0+1-al(f)(p) = a(/)(p). 

推论 513.1 中 的 映射 a 具有 局 部 性 , 即 对 于 AM 的 任 一 开 集 
U,f,g e C° (M,R), WRS! y = glu WVAN 1, = alg) 1.. 

定理 3.3 iMi s mC 流 形 , 则 M 上 的 任 一 C” 问 量 场 
半 必 可 视 作 映 射 X:C* (M,R) — C° (M,R), 

J—Xf,Vp e MH,(X/)(p) = Xf, 
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满足 引 理 3. 1 的 条 件 (1) (2). 反 过 来 ,如 果 映 射 a:C* (M,R) 
—C* (M,R) 满足 引 理 3. 1 的 条 件 (1) ,(2) , 则 必 存 在 必 上 的 一 个 唯 
一 确定 的 C” 向 量 场 X, 使 得 X = o. 

证 明 ”定理 的 前 半 部 分 显然 ,现在 设 a:C* (M,R) — С°(М, 
К) 满足 引 理 3. 1 的 (1),(2),p e M,U 为 p 的 一 个 开 邻 域 , 则 存在 p 
的 开 邻 域 VC О, f e C”(M,R) ,使 得 

fly = = 0, 
定义 
X,(f) =o(/) (p), 
上 述 定义 是 合理 的 , 即 如 果 还 有 p 的 开 邻 域 VC U,f e С°(М,Е), 
Л l, = fl, M] 
Frar =f | уп» 
由 引 理 3.1 推论 ， 
а( (p) = alf) (p). 
下 面 验证 切 向 量 场 X 是 光滑 的 ,为 此 , 设 (U,x') ЭМ В АА 
卡 , 则 


其 中 
X = X(x) = а(х), 

己 知 坐标 函数 x 是 U 的 光滑 函数 , 故 a(x') e C”(U,R) ,由 定理 3.2 
A,X e ZUM). 

于 是 光滑 流 形 上 一 个 光滑 切 向 量 场 X 可 以 用 映射 的 观点 来 定 
X. 

定义 3.1 iZ MÆ mEDAR, М EBJ— 93618 Us] 83% 
是 指 这 样 的 映射 

X:C” (M,R) -> C° (M,R) ,f— X(f). 
满足 下 列 条 件 
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(1) 线性 性 对 Va,B e R, f,g e С" (M.R). 
X(of + Ве) = а(Хр) + B( Xe) , 
(2)Leibniz 法 则 
X(f: g) = f(Xg) + g( XP). 
3.1.2 Poisson 括号 积 


设 X,Y e ZIM). f e C° (M ,R) ,这 里 
(ХР (р) = Xf, Vp є M, 
从 而 对 AS k Y REM, H Y(X) є С” (M,R). 
现在 作 映 身 
[X,Y]:C° (M,R) —> C° (M,R):f— [X,Y]/, 
[X,Y](/) à X(Y) - Ү(Хр), 
[X,Y](/) (p) 2 [X,Y] S А X,(Yf) - Y,(Xf) , 
称 [X,7 了 ] AWEH X $ Y W) Poisson 括号 积 (或 称 为 李 括 号 积 ). 
定理 3.4 如 果 X,Y e 2T(M),BJ[X,Y] є UM). 
证 明 ”首先 [X,Y]:C" (M,R) 一 C”(M,R):f 一 [X,Y1(/) 具 
有 线性 性 , 即 Vf,g e C° (M.R), 
[X,Y] +g) = X(Y(f +g) - Y(X(f + а)) 
= X( Yf + Yg) - Y(Xf + Xg) 
= X(Yf) + X( Yg) - Ү(Хр) - Y(Xg) 
= [X,Y] + [Х,У] (g), 
[Х,УЈ(АР = АГХ,УЈ(Р,А є R. 
ЖК[Х,Ү] 满足 Leibniz 法 则 
[X,Y] Q- g) = X(Y(fe)) - Y(X(f * g)) 
= X(f ° (Yg) + g(Yf)) - YU(Xg) + g(Xf) ) 
= X(f- (Yg) + Xe < Yf)) - YAK Xe)) - YXP) 
= /(X(Yg)) + (Yg)(Xf) + (Yf) + (Ха) + g(X( Yf) ) 
- (Ха) (Yf) - f ` Y(Xg) - f(Y(xf)) — (xf) ( Yf) 
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= f X(Yg) -f Y(Xg) + g(X(Yf)) - gY( Xf) 
=f- [Х,У] (е) +g: [X,Y]. 
于 是 由 光滑 切 疝 量 场 的 等 价 定义 知 ,[X,Y] 也 是 光滑 切 向 量 场 . 
定理 3.5 X,Y,Z e Җ(Х),/,в е C° (M,R) 及 特别 Va,b 
eR, 
(a)[X,Y] є ZUM); 
(b)[/X,zgY] =f- gLX,Y] +f (Xg)Y - g(Yf)X, 
特别 地 , Va,b е R,[aX,bY] = ab[ X,Y]; 
(c)[X,Y] =-[Y,X]; 
(d)Jacobian 恒等式 
[[Х,У],2] +[[Y,Z],X] +[[Z,X],Y] = 0; 
(e)[aX +bY,Z] = a[X,Z] + b[Y,Z]. 
WRA (а) BWE. 对 于 任意 h е C° (M.R), 
[SX gY] Ch) = (fX)((gY)(h)) - (ЕУ) ((X)(h)) 
= JX(g ` Yh) - gY(f : Xh) 
= f(Yh • Xg + gX(Yh)) - g( Yf ` Xh + f( Y( Xh) ) 
=f-g[|X,Y](h) +f-(Xg)Y(h) -g (Yf)X(h), 
故 (b) 成 立 . 对 V e C°(M,R), 
[X,Y](/) = XON - Y( X/) 
=-[Y,X](/), 
故 (c) 成 立 . 
(d) 按 Possion 括号 积 的 定义 , 即 可 得 证 . 
(e) 对 于 Vf e C%°(M,R), 
[aX + bY, Z] f) = (aX + БҮ) (27) - Z((aX + ЬҮ)/) 
= (aX(Zf) + bY(Zf) - aZ(Xf) - bZ( YD) 
a[X,Z]f + b[ Y,Z] (0. 


故 (e) 成 立 . 
注 “如 果 在 实数 域 尺 上 的 向 量 空间 ( 线性 空间 )7 中 定义 了 一 
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种 乘法 , 记 为 4'， 满足 下 列 条 件 : 

(1) 分 配 律 Va,b є Е,Җ Voa,B,y є V, 

(аа +bB,y) =a <a,y >+b < В,у >. 
(2) 反 交 换 律 Va,B є У, 
<aB>=-<B,a>. 

(3 )Jacobian 恒等式 成 立 , 则 称 (V,《:'〉) ARF EWERS. 

由 此 , 流 形 上 的 所 有 光滑 的 切 向 量 场 .如 М) ,关于 Possion 括 
号 积 成 为 一 个 李 代数 . 


3.1.3 光滑 切 向 量 场 的 积分 曲线 


我 们 知道 ,对 于 光滑 流 形 上 的 任 一 条 光滑 曲线 
ov:(a,b) (СЕ) > M;it— с(ї), 
它 确定 了 A 导 上 曲线 的 一 个 光滑 切 向 量 场 
d 


o. ($): C7 (му > С" (м), 


с.(2) 0 а/е o), 


Vf e С°(М,К). 
现在 考虑 ,给 定 光滑 曲线 上 的 光滑 切 向 量 场 X 及 V p є M, 是 否 
存在 流 形 上 通过 p 点 的 光滑 曲线 o:(a,b) — М, 118 


7 
如 果 对 于 Vi e (a,b) , 恒 有 
(2) = Хош)» 


则 称 r = e( 2) 为 光滑 切 向 量 场 的 积分 曲线 ， 
BUU зх) 是 杂 在 p 点 的 局 部 坐标 系 , 则 X1， = 也 /全 ,其 中 


f e С°(Ш,Е),# о = c(t) 是 X 的 积分 曲线 , 则 
94 


第 三 章 ” 流 形 上 的 张 量 场 


©.(4)=х„ = DAO 2, 
而 
ddr _ < dx (t) ð 
(5) = d > d әх!’ 
其 中 (x' (2) ,x (и), ,х"()) 是 曲线 go = olt) 的 局 部 坐标 表示 , 即 
фе olt) = (x (0) ,x" (t)). 
于 是 o 是 XX 的 积分 曲线 ,等 价 于 一 阶 常 微分 方程 组 


HUW fos)) 


= f(x (2) x(t) ,x ) ,i = 1,2,:--,m 
有 解 , 由 常 微分 方程 组 解 的 存在 唯一 定理 ,在 局 部 范围 内 一 定 有 了 唯 
一 解 . 
这 说 明 在 局 部 范围 内 ,光滑 流 形 M 的 任何 一 个 光滑 切 癌 量 场 X， 
一 定 有 其 积分 曲线 . 


3.1.4 F -相关 性 


i M.N y| т 维和 n 维 光滑 的 流 形 .F:M — N 是 光滑 映射 ， 
ШЖХ e .2(1M) , 则 对 于 任意 p e (M),F.,(X,) e Trp (N) ,但 是 ， 
一 般 来 说 ,,X 不 构成 N 上 的 切 向 量 场 ,原因 是 

(1)Е 可 能 不 是 单一 的 ,此 时 ,如 果 p, 7 р, 

Е(р,) = Е(р,) =q e N, 
HFX e AM),X, # X. IB F,(X,) = F, (Xp). 

这 说 明 在 同一 点 4 指定 了 两 个 切 向 量 . 

(2) ЧЕЖЕ ЯЕ, 对 于 g e WN, 不 存在 p є М, 19 4 = 
F(p) ,此 时 ,在 g 点 没有 指定 切 向 量 . 

针对 这 种 情况 ,我 们 引入 下 面 的 概念 . 

定义 3.2 设 F:M 一 NN 是 光滑 映射 ,Xe y(M),X є .#0М), wm 
Ж Vp e M, ER 
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F.,(X,) = Хь» 


则 称 切 向 量 场 X 与 是 下 一 相关 的 , 记 为 X ~ X. 
定理 3.6 j F:M — N 是 光滑 映射 ,X,Y є ЖМ), Х,Ү e 
UN) ,如 果 X 与 X,Y 与 7 分 别 都 是 一 相关 , 则 [X,Y 了 ] 与 [X, 站 也 
是 F— 相关 的 . 
ШЕЯ ”对 于 Vp e M, 只 要 证 
F. [X,Y], = [Х,У], e T, N), 
F, X,Y],(g) = [X,Y], (2), Vz e С° (N). 


而 
[了 rn(g) = Xr (Ye) - Yp (Xe) 
= (F,X,) g) - (Е. Ү,) (Xg) 
= X,((Yg) ° F) - Y,( (Šg) ° F), 
(Fg) • Е(р) = Yap (g) = F, (Y,) (8) 
=Y,(g° F), 
(Ха) • F(p) = X,(g° F), 
从 而 


[X,Y], (ge) = X,(Y(g° F)) - Y,(X(g° F)) 
= [X,Y], (g. F) 
= F.,([X,Y],) (е). 
ХГХ, У] 与 [X,Y] 是 下 一 相关 的 . 
定理 3.7 Е.М МНА, MF, : 2M) — AN) 是 
关于 李 代 数 同 构 . 即 当 FF 是 光滑 同 胚 时 ,对 于 任意 Xe .21M),F Х 
一 定 是 N 上 的 光滑 切 向 量 场 . 
F.X.C* (N,R) — C” (N,R) , 
XF Уде C°(N,R) K p e M, 
(F.X)(g)(p) = X,(g° F). 


3.1.5 单 参数 变换 群 


1. 基本 概念 
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定义 3.3 RME mHE, ф:К х M 一 M 是 光滑 映射 ,对 
于 V(ti,p) e RxM, 记 
e(t,p) А p,(t) À ф,(р), 
如 果 o 满足 下 列 条 件 : 
(1) “z = 0 时 ,gpo(p) = р,В go : M М Æ id( HE); 
(2)Vt,s є R,@,,, = Ф, ° ф,. 
则 称 ф 是 作用 在 光滑 流 形 上 的 单 参数 变换 群 . 
i£ (i) 对 于 给 定 的 参数 1, gp,:M 一 MM 是 有 MM 上 的 一 个 光滑 映 
射 . ie = |o lt e Ri, 则 @ 是 M 上 的 一 个 连续 变换 群 ,其 单位 变 
HA posp, 的 逆 变 换 为 p 
(ü) 对 于 固定 的 p e М,ф,: М, М Бр 点 的 一 条 光滑 
曲线 , 记 为 , 即 
v, = p(t), 
Н ф,(0) = e, (p) = p, 称 此 曲线 为 单 参 数 变 换 群 |y,| 的 轨 线 . 
2. 单 参数 变换 群 与 切 向 量 场 之 间 的 关系 
(1)M 上 每 一 个 单 参数 变换 群 | 9,:M 一 M1 t e RI 一 定 诱导 出 
MM 上 的 一 个 C” 切 向 量 场 X, 对 于 Vp = M, 指 定 一 个 切身 量 X, 就 是 
此 单 参数 变换 群 通过 p 的 轨 线 w = ф,(1) Ep 点 的 切 向 量 , 即 
dp (i 
x a o(a) P 
于 是 Vf e C°(M,R), 
LO = on (EN = Фу mr(D) 1, 
= lim eP) Др). 
1—0 t 


设 (U,x') 是 1 在 p 点 的 局 部 坐标 系 ,p 点 的 局 部 坐标 为 (xo ,xl ， 
д). 
ф,(1) 的 局 部 坐标 为 (x (0) a (E) ,х"()) ,Щ 
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x =x (t) = x (t,x, XO), 


于 是 


= der.) ә 
- > di от 

由 于 p,:R —› М 的 光滑 性 ,可 知 X 是 光滑 的 . 
进一步 ,由 单 参数 变换 群 |p,| 诱导 的 光滑 切 向 量 大 的 积分 曲 
线 ,就 是 |p,| 的 轨 线 w = р, (1) , 即 对 于 轨 线 上 任 一 点 9 = vC) 


= @,(so,p) , 


_ de,(t) | 
1 dt Y 
事实 上 ,由 于 是 由 |9p,} 诱导 的 ,从 而 
t 
х, = oah F) ш! 
而 
e@,(t) = e(t,q) 
= e(t,e(so,p)) = e@,(@,(p)) 
= @.. (p) = p(t +%,р) = „(1 +50), 
于 是 
40.0) о = v'i (E+ so) lio = (80), 
或 


Xf = EI oe 0,00) 


= ОС +so)) 


d 
= gl = f° u, (t) 
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三 2 (8) O), 
从 而 z (so) = X, = X, o: 
(2) 每 一 个 光滑 的 切 向 量 场 工 可 诱导 一 个 局 部 的 单 参数 变换 
群 . 
定义 3.4 设 U 是 屠 的 一 个 开 于 集 ,(-s,s) CR, 若 光滑 映射 
p:(-e,e) x U— M; 
(t,p) — @(t,p) À ф,(р) А e@,(t) , 
满足 下 列 条 件 : 
(1) 当 t = 0 时 ,po:U 一 U 是 id; 
(2) 对 于 任意 1,s є (-e,e),t +s є (-в,в), 
@(t+s,p) = ф,,,(р) = @,° Ф,(р). 
ШКФ, 1 t e (-є,в)} 是 MM 上 的 一 个 局 部 单 参数 变换 群 . 
显然 ,每 一 个 局 部 单 参数 变换 群 |q, l є (-s,e)] -ERF 
U( C M) 上 的 一 个 光滑 切 向 量 场 X1,:Yp є О, JEM Фр 点 的 一 
个 切 向 量 X, 


X = 41,007 p) f E CCUR), 
即 


X, = (4) 
定理 3.8 设 X 是 M 上 的 光滑 切 向 量 场 , 则 Vp є MM, 存在 p 点 
的 一 个 开 邻 域 U 及 作用 在 VU 上 的 局 部 单 参数 变换 群 |9, 1 te (-e， 
ё) 使 得 X1v RElo) 在 U 上 诱导 的 切 向 量 场 . 
证 明 ” 取 p 点 的 一 个 局 部 坐标 系 (V,x ) ,在 此 坐标 系 下 ,XX 的 局 
部 表示 是 


= ух 
Х\,= Ух, 


Ep X e C”(V) ,考虑 常 微分 方程 组 
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de. = X(x, x) =< í = m. 
根据 常 微分 方程 组 的 理论 , 3 a，> 0 K p 点 的 邻 域 CT, 使 得 
Vq e U, 方程 组 ( * ) 有 唯一 解 
x =x (t) = (x'(t,q), ,х”(1,д)) 
满足 下 列 方程 组 及 初始 条 件 


a = х) О), 


х,(0) = q, 
Н х,(0) 对 于 (4,9) 是 光滑 依赖 的 . < 
p(t,g) = x (t),q e 1,111 < e,, 


(*) 


则 
g@:(-g,g) x U, — M 
是 光滑 映射 ,现在 要 说 明 | p,} 是 局 部 单 参数 变换 群 
(1) 当 t =0 时 
@ (q) = x,(0) = q, 
从 而 eo: U — U BE id. 
(2) Vi,s,t+s e (-e1,21) В.9,Ф,(9) є U, H+ 


dx’ (t +s) _ dx, (и) н 
dt 一 du {асе = X(x, (t+s)), 


Н. 
х (t +s)l o = xi (з) = 9.(9)， 

故 x,(t +s) 是 方程 ( * ) 的 一 组 解 . 由 唯一 性 

x(t +s) = Xap (t) ， 
即 

@,. (q) = e,(@,(q)),, 
Оф, 是 UU 上 的 单 参数 变换 群 , 且 是 唯一 的 . 

i£ ”A 必 是 紧 致 的 m 维 光滑 流 形 , 则 A 上 每 个 光滑 的 切 癌 量 场 
可 生成 作用 在 М 上 的 整体 的 单 参 数 变换 群 , 即 存在 单 参数 变换 群 
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op:RxM—M, 
p, :R—>M,ti— p, (t), 


83.2 流 形 上 点 p 的 (r,s) 型 张 量 


3.2.1 基本 概念 


DE M Ж m ЕЕН р < M,T,(M) Э M fE p 点 的 切 空间 ,以 
T., (M) 表示 向 量 空间 7,(M) 上 的 (7,s) 型 张 量 空间 , 即 

T. (M) 

= ZT] (M) х xT} (M) x T,(M) x x Т,(М);К). 

设 (U,eiz ) ЖМ ЖЕ p ААЖ, 101, idi) 分 别 是 


T,(M) É T; (M) WA, U M Ep 点 的 任 一 个 (r,s) WKE Т, є 
T. (M) 可 表示 为 
T, = т 9-9-0 Әф @ --- @ d, 
其 中 
Ти = КООН 2), 

实例 

(1)(0,1) 型 张 量 (1 阶 协 变 张 量 ) 就 是 M 的 余 切 向 量 , 即 
Ti (M) = T; (M). 


(2)(1,0) 型 张 量 (1 阶 反 变 张 量 ) ЖЖ M ИЛЫ, To, (M) 
= Т,(М). 
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ТЕ Т,„(М) 上 定义 加 法 和 数 乘 
(ао, + BO,) (ww ,Xi X.) 
А ao (ws, ws Xi, Xa) 
+ BO, Os Op Xip Xg) 
ЖР «,В є R,o,,0, e T. (M), Т, ,(М) ЖЕ 21), A 
KER O, TARE T. (M) 上 的 基 为 
(L OOL xdi O Odil 1 Si l т, 
дх'! дх" 


Л azs J, < m} , 


5 
тм) = U, TM), 
记 | 
U = IT, e T ,(M)lpeU}, 
且 定义 映射 


g:U— e(U) x R”, 
Т, = (x (p), Tt), 
1 i bm. 
对 于 任意 开 集 4 C pg(U),B C R" ,定义 
`(A xB) C T.(M) 
FTM) 的 开 集 . 此 外 ,自然 地 有 投影 
т:Т,«М) —M;T,—p e M, 
于 是 可 以 说 明 T.( M) 为 m + т 维 微 分 流 形 . 其 微分 结构 为 上 ( 忌 ， 
p) ,其 路 = rr (0), RITM), m, M) 为 MM 上 (r,s) 型 张 量 从 ， 
Т, (M) 称 为 纤维 . 


3.2.2 协 变 张 量 的 张 量 积 


为 了 几何 上 的 应 用 ,我 们 考虑 流 形 在 一 点 p 的 ; 阶 协 变 张 量 , 即 s 
重 线 性 映射 
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w,:T,(M) х x T,(M) >R 

的 张 量 积 . 

Й о, ,0, 分 别 是 流 形 在 AÉ s, Ks 阶 协 变 张 量 , 则 ww, 与 2, 的 
KERo, @ 0, 5, + s, 阶 协 变 张 量 , 其 定义 

(о, © 0,) (Xpt Xano) 

= o (Xs Xop) ñ 0, X... X...) 

它 具 有 下 列 性 质 : 

(1) 分 配 律 设 w,,9, є Т (M),o, є Tp (M), aB є R, 则 

(ао, + В0,) G w, = aw, б w, + В0, @ ©,- 
(2) 结合 律 设 w е T, (M).0, є Tp (M),o, є Tap (M), IJ 
(o, @ 0,) @ o, = o, @ (0, @ o, ) 
À o, @ 0, ө, 
一 般 地 
о, @ 0, # 0, © w, RETRA). 

定理 3.9 设 (U,g;x ) 是 流 形 M" E p 点 的 局 部 坐标 系 , | dx | 

Ж T; (M) 的 一 组 基 , 则 
ах @ ах? Q @ dx: | 1 Sib,i < m| 

Ж M fE p дїй] s РУКЕ Ы] ТУ (М) 的 一 组 基 , 从 而 dim7 (M) 
= m’, 且 对 于 任意 w, є T, (M) ,有 
= w,( 22, озб) OQ O ах“ 
À wi pdx" @ + @ ах“. 
3.2.3 反 称 协 变 张 量 的 外 积 及 其 性 质 


ЙЕ M 在 p 点 的 s 阶 协 变 张 量 w, 称 为 反 称 的 ,如 果 对 于 任意 的 
X, E 人 (0W), 恒 有 
w, (Xip Xp Xp 


фэ’ Р? 


o, 


X 


tp， 


‚Х„) 


Ip +` 
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=- о, (X... Xp X... X), 
їй ЛСМ) ERIE M {Ер 点 的 s 阶 反 称 的 协 变 张 量 组 成 的 空间 . 
Fo, е A7(M) ,0, e Л2(М), ЖУМ (іо о, A 9,) 定义 为 
(о, A 0,) (X X 
= ; K > „580 ` o, ( X 
-0,(X 
特别 地 


Ip 5 "+o. 


op э Жолу, 


x 


©(зү+1)рэ е, 9, , 


w, є A,(M) = T; (M) ,0, є A; (M), 
则 
(о, Л Ө,)(Х,,,""", Х,а) 


з | A 
= > ( 一 1), (Xp) . ӨХ, Х,а) , 


Eh X, ERAH х, 
BU, pixi) Ж m Е M {Ер ВОЈНИК, Hl 
[ах Аз A dx: | 1 < ir < + < i, < ті 
Ж А„(М) 的 基 . 从 而 аЛ, (M) = C, Н Уо, е (М), 8 
ө, = р У о, (б, дс) A =: A dat 


Р st, 


9 i is 
= y> о, (бте) de 人 … A ах“. 


10 < <i а дх" 
Ж] s = m 时 ,有 
w, = adx Л ах Л --- Л ах",а є Ё. 
定理 3. 10 ”外 积 具 有 下 列 性 质 
(1) 分 配 律 
(eo, + Во.) A 0, = оо, AO, + Во, A 0, 
(2) 结合 
(о, AO) Лу, = о, Л (0, AY) À o, ЛӨ, Л у, 
104 


第 三 章 ” 流 形 上 的 张 量 场 


(3) 对 于 ww е ACM) ,0, e AL (M) , 则 
в Л, = (-1)"0, A œ, 
证 明 ” 仅 证 (3). 因为 外 积 满足 分 配 律 的 ,所 以 只 需 考 虑 
w, = ах" À + А dx",0, = ах" À = Л ах" 
的 情形 ,注意 到 
ах N dx =- dx Мах, 
因此 
wo А 0, = (da? Nee А dx) A (ах A A ак) 
= (-1)'4^Л A (ах A ++ A ах) А (d A = A а) 
= (—-1)”(d A ах A + Л da) A (dx? A += Л dx). 


83.3 ” 流 形 上 的 张 量 场 


现在 我 们 可 以 推广 流 形 上 向 量 场 的 概念 . 

定义 3.5 “光滑 流 形 M 上 的 (r,s) 型 张 量 场 7 是 指 在 流 形 上 每 
一 点 都 定 了 唯一 的 (r,s) 型 张 量 7(p) є Т, (M),ËBlz;:pl— (p) 
eT,(M). 

设 (U,g;x') Æ M 的 一 个 坐标 卡 ,(r,s*) 型 张 量 场 7 局 部 地 可 表 
示 为 


T = 


ус Ә-Ә, 


Fah yrBt т 当然 是 күү e С°(Ш,К), 
Ж т&М БВ ЕВЕ C, s) 型 张 量 场 ,光滑 (r,s) 型 张 量 场 的 合 
іа С° (T.(M)). 

显然 ,7 的 光滑 性 与 局 部 坐标 系 的 选取 无 关 , 且 т 的 分 量 在 不 同 
的 坐标 系 (U,g;x') ,(0,ф;х') 有 如 下 的 变换 公式 
йт» = ph h ‚ әх? дхи Әх! дх“ 
изү = ph „9х7 ди! дю” 
лт» T Tuck эы эз эл ор 
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实例 

(1) 光滑 的 切 向 量 场 X 就 是 (1,0) 型 张 量 场 ,光滑 的 (0,1) 型 张 
量 场 就 是 光滑 的 余 切 向 量 场 . 

(2) 光滑 流 形 上 每 一 点 的 切 空 间 上 的 恒 同 映射 id:7,(M) 一 
T,(M),p e ,给 出 了 流 形 M 上 的 一 个 光滑 的 (1,1) 型 张 量 场 7, 对 
于 Vp e М, Ж т„є Ti, (M), 

T,(e,,X,) = a,(id(X,)) = а,(Х,), 


其 中 
а, є T; (М), Х, є T,( M). 
在 局 部 坐标 系 下 ， 
ду ду _ Ai 
T, (dx 0) = х С) =ë, 
从 而 7 的 局 部 表示 为 


= А: Q dx 
T А; эх 60 
| д {8 ] 9 
ë = r (dr, a) = AG O ағ) (dx ,7) 
A dx Се) GD 
= aista = A. 
于 是 
ð А 
т = 0.08, 
дх 


由 此 可 见 7 是 光滑 的 (1,1) 型 张 量 场 . 
(3) 光滑 流 形 上 的 每 一 个 光滑 函数 fe C" (M.R) ,确定 了 M 上 
的 一 个 光滑 的 (0,1) 型 张 量 场 4f, 对 于 Vp є M, 确 定 了 一 个 (0,1) 
型 张 量 dfl ,对 于 VX, e Т„(М), 
df1,(X,) A X, O). 
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ERRER Ugi) 下 ,4f1,(221,) = xl, 
从 而 
dr = X. 402) =} Ya. 


和 光滑 向 量 场 一 样 ,我 们 给 出 光滑 张 量 场 的 等 价 定义 . 
定义 3.6 Мт НЕТИ, ТОМ) T (M) 分 别 是 
M 上 的 光滑 的 切 从 及 光滑 的 余 切 从 ,车 映 射 


T:T* (M) x- x T' (M) x T(M) x- x T(M)—C° (M,R), 
(ш! з=, ‚Ху, ,Х,) oT 0, Ху, X.) 
是 关于 C” 函数 "+ s 重 线性 的 , 则 称 7 是 M 上 的 (r,s) 型 张 量 场 . 其 
中 ,Vp e M, 
Tlo, „Ху, X.) (p) 
A To 

这 样 , 流 形 M 上 的 光滑 张 量 场 就 有 两 种 定义 的 方式 ,可 以 证 明 ， 
这 两 种 定义 是 等 价 的 . 为 节省 篇 幅 ,我们 仅 以 (0,s*) 型 张 量 场 w 为 例 
加 以 说 明 . 

首先 , 若 将 M ER s 阶 协 变 张 量 场 o 看 成 是 映射 

w:M—>T(M) = U Tp M) p >o, е T.,(M), 

о ЕТМ) x… x T( M) B) C° (M.R) 上 的 * 重 线性 映射 . 这 
是 因为 , Vp e М,о, e Ti, (M), 

wl Xi, JX + 8Y X) (р) 

= w, Xpt SAP) Xp +g(p)Y,, Ko) 

= f(p)w, (Xps ,Х„, Xo) 

+ge(p)o,( Xi... Ypap) 

= (4%(Х,, з X... X.) + gol Ху, Y X ))(p). 
Hi p 的 任意 性 , 故 
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oC Xi, SXi + BEY, X.) 
= fo( X,Y X) +go(X, 和 
其 次 ,对 于 任意 的 关于 С“ (M ,R)s 重 线性 映射 
w:T(M) x= x T(M) >C? (M,R), 
及 Vp e M, — EREM LEA p 的 唯一 协 变 张 量 w, e T., (M). 为 
说 明 这 一 点 ,我 们 还 需要 下 面 几 个 引 理 . 为 方便 起 见 , 称 对 每 个 变量 
都 具有 C”(M,R) 线性 的 上 映射 
T:T* (M) x x T' (M) x T(M) x x T(M) — C“ (M,R) 
为 M 上 光滑 的 (r,s) 型 场 张 量 . 
5123.2 设 村 为 m 维 C” 流 形 ,VU 为 放 的 开 集 ,6 为 M 上 的 (0， 
s) С° ЭКЕ, Х,У, є C” (T(M)),i = 1,---,5. 
(1) 车 存在 某 个 ;es {1,…,s) ,使 得 X11 = 0, 则 
(X, eX) 1, = 0. 
(2) 车 对 所 有 的 ie 11, ---,5|, BA X ly = Yy 
OXX) lu =0(Y i, Y.) 1. 
证 明 (1) 2 X 1, = 0, 下 面 证 对 任意 p e О,Ө(Х,,:--,Х,), 
= 0. 
对 上 述 p e U, FE p 的 一 个 开 邻 域 V 及 f e C”(M,R) ,使 得 V 
C VcU,V KS. Н 
fli = 1,fl#- = 0, 
W/X, = 0 e С° (ТОМ) ), ТИ 
0 = 0(/X, X, X), = /(р)Ө(Х,, з ,Х,), 
= BE) 
对 其 它 i 1, 亦 可 类 似 证 明 . 
(2) (X, -— Y.) 1, = 0, 从 而 
OCX Xas X, ) ly -0(Y X, X.) 1, 
= 0(Х, ~Y,X,,…,X,)1, = 0, 
gp 
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OCX, Xa, X) lu = 0(Y,,X,,--. X.) |. 
同 理 
[人 
= Ө(Ү,,Ү,,Х,, з X.) ly 
= 0(Y,,Y,,.…,Y,) l 
引 理 3.3 Мут С" 流 形 ,p e М,Ө 22 M EB9(0,s) 型 C” 
ЗЕЙ ,Х,,Ү, є С°(Т(М)) ,i = 1,--,5 
(1) 若 存 在 某 个 ; e |11,… ,si ,使 得 X;1。= 0, 则 
0(X,,-:,X.), = 0. 
(2) 若 对 所 有 i e 11,5}, Х,1„ = Y1, 
OCX ,:: X), = ӨС, Y), 
证 明 (1) ХІ, = 0,(U,əg;x ) 为 p 的 一 个 容许 坐标 图 ， 


= 0 
X Il, = Ха Эх? 
则 存在 p 的 开 邻 域 YC URM ERC 向 量 场 Z 和 MM 上 的 С" 函数 
fi = 1,…,s, 使 得 
21, = ТАГ = аі (і = 1,5,8). 
ЉТ X, ly = (ESZ) l НЭ 3. 2 
0( X, X.) = 0( ESZA), 
= ESOC, XX), 
= У, a (p)0(Z,,X,,-.,X.), 
=0. 


对 其 它 ! 关 1 , 亦 可 类 似 证 明 . 
(2) 0 = Ө(Х, – Ү,,Х,,--,Х,) 


Р 
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= 0(X,,X,,---,X,), = 0Y, X,Y,),, 
于 是 
OCX, Xas X), = O(Y, ,X,Y,), 
= 0(Y,,Y,,X,,--. X), 
= 8 ,也 ) p 
现在 ,我 们 继续 说 明 关 于 张 量 场 的 等 价 定义 . W 
w:C” (T(M)) x= x С" (ТОМ)) С" (M,R), 


ЗТ 


为 (0,s) 型 C” 场 张 量 ,对 任意 p є M, EX 
w,:T,(M) x = x T,(M) ~ R;(er,,e,) — (el, ,е,). 
其 中 о, (el ,…,e,) ЕЎ: ЖХ, eX, е С°(Т(М)) ,使 得 
XI, = еі = 1,9,5, 
则 
wple te) = w(K ,XN,) p). 
(1) 由 引 理 3.3 10, 定义 合理 , 即 (e, ,…,e,) 与 X,…,X, 的 选 
取 无 关 , 从 而 о, є 7°, (M). 
(2) 上 述 (0,s) 型 张 量 场 9 是 C” В. EXE, RU, pix) ЖМ 
的 一 个 容许 坐标 图 ， 
wly = У wid @ @ ах", 


FRESA w, e С° (U,R). 任意 9 e U, 存 在 9 的 开 邻 域 VC U, 
及 部 ,Xe С" (T(M)) ,使 得 


易 见 
ш, = (Х.Х) ly e С° (У, К), 
即 w ,在 9 点 是 C” 的 ,由 4 的 任意 性 知 w е C" (U,R). 
由 此 ,我 们 还 可 自然 地 得 到 一 个 推论 . 
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推论 МЕ“ тС" 流 形 ,6 为 有 MM 上 的 (0,s) 型 张 量 场 ， 
则 9 光滑 的 充 要 条 件 是 对 任意 的 X，…,X, е C"(T(M)), 有 0(X， 
*,X,) eC (M,R). 


$3.4 RIRE 


定义 3.6 ЖЕМ ЕН ТИЛКЕ о 称 为 对 称 正定 的 ,如 果 
Vp e М, g, 是 对 称 正定 的 , 即 
(1) g,(X,,Y,) = а,(Ү,,Х,); 
(2) g,(X,,X,) 20, На,(Х,,Х,) = 0 当 且 仅 当 X, = 0, 
ЖФ X,Y; e T,(M). 
定义 3.7 ” 流 形 WM 上 二 阶 对 称 正定 的 光滑 协 变 张 量 g 称 为 M 的 
Riemann 度量 ,(M ,zs) A Riemann Ж Ж. 
设 (M,g) BE m H Riemann 流 形 , 则 对 于 Vp e MM, 在 7T,(M) 中 
定义 内 积 
X, ` Y, à в,(Х,,Ү,), 
于 是 对 于 Riemann 流 形 (M,g) ,M 在 其 任 一 点 p 的 切 空 间 7T,(M) 成 
为 欧 氏 向 量 空间 (7T,(M) ,g,). 
i X,Y e ZUM) , 则 
g(X,Y)(p) = g,(X,,Y,) 
МОЧЕ X YAAR. 
IXI & [g(X,X)]'? 
称 为 向 量 场 X 的 模 长 ,而 XY 的 夹 角 9 可 由 下 式 给 出 
8g(X,Y) 
c = TX YT 
设 o:[a,b] 一 MM;t1 一 g(t) 为 MH 上 的 光滑 曲线 , 则 积分 


„= Јо а = Јао сос) .000))] a 


称 为 曲线 o = olt) 的 弧 长 , 它 与 曲线 的 参数 选取 无 关 . 其 中 
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(Y = d, _4о 
o (t) 一 ты) 一 dt ` 
MERU, p;x) Æ Riemann Ж M Æ p 点 的 局 部 坐标 系 , 则 其 
Riemann 度量 g 的 局 部 表示 为 
g = > s dx © іх, 
其 中 


下 面 我 们 证 明 黎 曼 度 量 的 整体 存在 性 , 首先 我 们 介绍 流 形 М" 
上 的 单位 分 解 定理 . 

定理 3.11? iA.) 是 m 维 光滑 流 形 M” 上 的 任意 开 和 覆盖 , 则 
FEM 上 的 С" РОК (лг = 1,2,…| ,使 得 

(1) А20, = 1,2,..; 

(2) Vp є M, EE p АЈА V, ,使 得 只 有 有 限 个 上 ЕУ, 上 不 
HF: 
(3) 对 每 一 点 P e M, ALAP) = 1; 

(4) Vf. є FHEA 4,, 使 得 suppf, C Au 
其 中 suppf; = |p є МІ fi(p) # 0} 称 为 /的 支 集 ,满足 上 述 各 性 质 
的 函数 族 .ZF 称 为 从 属于 {4。| 的 单位 分 解 . 

单位 分 解 是 将 流 形 的 局 部 性 质 和 整体 性 质 联 系 起 来 的 一 个 有 
力 工 具 , 在 微分 流 形 上 许多 从 局 部 性 过 渡 到 整体 性 的 问题 研究 中 ， 
都 需要 用 到 它 . 

定理 3.12 ”任何 C” 微 分 流 形 M 上 总 存在 一 个 Riemann 度量 . 

Ж Н ” 设 (U,,g;) 是 MM 的 坐标 覆盖 ,因为 坐标 映射 o: U, 一 
pg.( 0) CR" REE TR 上 有 通常 的 欧 氏 度量 8, 于 是 g, = р; z Ж 


т ”参见 白 还 固 等 著 :《 歼 曼 几 何 初步 》 ,北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2004 年 版 . 
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U, 上 一 个 2 阶 对 称 正定 协 变 张 量 ,从 而 是 U, 上 的 一 个 黎 曼 度量 . 设 
{41 是 附属 于 {Ui| 的 单位 分 解 ,下 面 证 明 g = Ула жм Еі 
ER. 事实 上 ,因为 对 Yp є М, 

g,(X,,X,) = У f.(p)g, (X,,Y,) 

= Df(p) (e; g),(X,,Y,) 
= У Абр) Epp (Ф. (Х,) „Фа. (Y,)). 

显然 ,映射 g,:T,(M) x T,( M) 一 R 是 双 线 性 的 ,从 而 g, R: M E 
p 点 的 2 阶 协 变 张 量 ,于 是 g 是 M 上 2 阶 对 称 协 变 张 量 场 . 

现在 证 明 g 是 正定 的 . 因为 f 二 0(i = 1,2,…) 且 在 每 一 点 p e 
М 至 少 包含 在 一 个 U, 中 ,使 得 f(p) > 0, 故 由 

0 = g, (XX) = LAX), 
必 有 
gj;(X,,X,) = 0, 
Вр 
0 = Ф’ 8(Х,,Х,) = ACH (X,) Pjs (X,)). 

由 于 & 是 正定 的 , 故 gp,, (Х,) = 0, 因 为 mw. Ж, НХ, = 0. 

上 述 定理 说 明了 微分 流 形 上 Rieman 度量 的 存在 性 . 但 是 ,一 
个 流 形 上 的 Riemann 度量 并 不 唯一 . 

例 1 M= |z e RI x" > 0] 是 R" 的 上 半 平 面 , 则 

=— s ‚2 = 8. 
£j = (ху 8 8; 

都 是 构成 М 上 的 Rieman 度量 的 分 量 . 
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问题 与 练习 


1. 证 明定 理 3. 1. 

2. 建立 余 切 从 7 (M) 的 拓扑 结构 及 微分 结构 ,使 之 成 为 2т 维 
微分 流 形 

3. i X 5 С° йл N Е С" 1633 M Ж N ty АУМ 
证 明 : 如 果 对 每 一 点 PE М,Х, e Т,(М) , 则 外 限制 到 村 上 也 是 村 上 
的 C” 切 向 量 场 . 

4. ZC ЖЖ M C N 13 B| 65 8 AF336 ,证 明 :M ЕС" hat 
3a X жж С" ЖУЮ N 上 的 C” 切 向 量 场 . 

5. 设 在 R 中 给 定 3 个 光滑 切 向 量 场 


д д 
Х =у—-—-х-——, 
У әх * оу 
9 9 
Y =z—- ， 
Zay laz 
асаад д 
дх ду д 


验证 Jacobi 恒等式 成 立 . 
6. 设 用 是 C” 流 形 ,(U,x') 是 MM 的 局 部 坐标 系 ,定义 
Гу = 0096 - ү 20) -9 ， 
дх 


证 明 :(1) 上 式 与 局 部 坐标 系 选 取 无 关 , 因 而 可 以 整体 定义 向 量 
场 [X,Y]. 

(2)Vf e C° (M,R), A 

[X,Y]f = X( Yf) - Ү(А/) 

7. 设 f.M— NZ С" Я, Х e .2(N) ,Y e .2(M) , B X 5 ҮХЯ 
X, ERA yl) 是 了 的 积分 曲线 , 则 f/f。y(1) 是 三 的 积分 曲线 . 

8. 设 映 射 
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0:RxR —R;(t,(x,y)) — 0(1,х,у) À Ө,(х,у), 
0(t,x,y) À (xcosAt + ysinÀt, — xsinAt + ycosÀt), 
其 中 入 是 常数 ,证 明 0 是 作用 在 RY 上 的 单 参 数 变换 群 ,并 求 它 诱导 的 
切 向 量 场 . 
9. ЖМЖС" ЖЖ ,Х,Ү e #(М),\ф,| 是 由 发生 成 的 局 部 单 参 
数 变换 群 ， 
Y = lim |Y -= (@,) ,X| 


称 为 向 量 场 了 沿 久 方向 的 Lie 导数 ,车 f:M 一 NN 是 光滑 同 胚 ,证 明 : 
f. СҮ) = xY). 
10. Ж о,,0, є 7 (М), о, є Т, (M) ,证 明 : 
(1) (оо, + В0,) @ Ө, = ао, Q 0, + Во, @ Ө,,а,В є Е; 
(2) (о, @ 0,) @ о, = o, @ (0, Qo). 
—#Ek o, @ Фф, = 0, Q o,( 交换 律 不 成 立 ). 
11. 设 (U,x') ЖЖЖИ M # p 点 的 局 部 坐标 系 ,idx'| Ж ОТ, (M) 
的 一 组 基 ,证 明 : 
[ахй Q= Ф) de | ‚з, Sm} £ TP (М) 的 一 组 基 
12. i£ M Z m # С° 3.3 
ge:.&ë[( M) 一 C (M,R) 
Ж C*(M,R) 线性 映射 , 且 对 于 Vf e C ° (M.R) ЖХ є Z2(M), 
Ф.Х) = f (X). 
证 明 g Ж M 上 确定 了 唯一 的 一 个 光 渭 的 (1,1) 型 张 量 场 gp, 使 得 
Ф(Х,а) = а(Ф(Х)), Уа e A (M) ,X е .Җ(М). 
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本 章 的 目的 是 介绍 微分 流 形 上 关于 外 微分 形式 的 基本 概念 ,以 
及 外 微分 形式 的 外 微分 和 积分 的 理论 , 即 通常 说 的 流 形 上 的 微 积 
分 ,最 后 叙述 著名 的 Stokes 定理 . 这 些 基本 概念 和 基本 理论 在 微分 
儿 何 学 中 有 着 广泛 的 应 用 ,也 是 微分 几何 研究 的 有 力 工具 . 


$4.1 ”外 微分 形式 


4.1.1 s 阶 外 微分 形式 


定义 4.1 设计 是 m 维 光滑 流 形 ,M 上 一 个 光滑 的 反对 称 的 ; 阶 
协 变 张 量 场 w WAM БЮ) s 阶 外 微分 形式 . 

M E s 阶 外 微分 形式 的 全 体 记 为 A'(M). 

Ж (1) 45 = 0 时 ,w 是 MM 上 C” 函数 , 即 如 (M) = C” (M,R). 

(11) 当 s = 1 时 ,w 也 称 为 Pfaff ER. 

(iii) 当 s > m 时 ,w = 0, 因 此 , 非 零 的 外 微分 形式 的 阶 数 : 必 在 
1 和 mm 之 间 . 

外 微分 形式 о 是 M 上 一 种 特殊 的 协 变 张 量 场 ,因此 ,s 阶 外 微分 
形式 可 以 理解 为 映射 


w:T(M) x- x T(M) С" (M,R) 
WE С" В 5 重 线性 性 且 具 有 反对 称 性 . 作为 这 方面 的 应 用 ,考虑 
下 面 的 例子 . 
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例 1 设 MM 是 m 维 光滑 的 微分 流 形 ,a 是 M 上 1 阶 外 微分 形式 ， 
从 a 诱导 如 下 的 映射 
a:T(M) x T(M) — C" (M,R). 
对 于 VX, Ye Т(М) Кре M, 
a(X,Y)(p) А Х,(а,(Ү)) – Ү,(а(Х)) -о,([Х,Ү]), 
或 
a( X,Y) = X(e(Y)) - Y(a(X)) - a( [X,Y]), 
显然 a(X,Y) є C" (M.R) Ho 是 反 称 的 , 即 
а(Х,У) = - а(Ү,Х). 
进一步 ,可 以 证 明 a 是 2 重 线性 映射 , 即 
«(/Х,Ү) = fa(X,Y), 
a(X +X,,Y) = а(Х,,У) +a(X,,Y), 
于 是 a 是 上 的 一 个 2 阶 外 微分 形式 . 


4.1.2 外 微分 形式 的 外 积 


定义 4.2 设 we A'(M) ,0 eA'(M),w 与 9 的 外 积 ( 记 为 wo A 
Ө) 是 一 个 r++; 阶 外 微分 形式 . 对 于 Vp e М, 
(о A 0)(p) À o, A 0,, 
特别 地 
Ле = РЕ: f A0 = f: Ө, 
其 中 
/,& є C (M,R),0 є А'(М,К). 
由 外 积 的 定义 可 知 ,对 于 УХ, е Т(М), 
(о A 0)(X,,X,,…,X,,.) 
= лат, Х, seno (Ху 
Хдо) (Ху, Хаду)» 
其 中 
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w e A'(M),0 є A'(M). 
特别 地 , 当 r = 了 = 工时 
(w Ao,)(X,,X,) = o (X,) ` o,(X,) -o ( X,) “o (X,). 

定理 4.1 外 微分 形式 的 外 积 具有 下 列 性 质 

(1) (fo + до) ЛӨ = fe A Ө + во Л Ө, 

(2) о Л (0 +66) = fo A 0 + во Л д, 

(3) (оЛө) Лу = о Л (0 Лу) Ao ЛӨЛу, 

(4) o ЛӨ = (- 1)"0 Л о;о Л о = 0. 

其 中 wo є A'(M),0,0 є A'(M),y є A'(M) f,g e С°(М,К). 

Ж (i) 作 直 和 

ЛОМ) = А°(М) @A'(M) Ф --- ФА"(М), 
外 积 4 可 以 扩充 到 A(M) ,因此 (4(WN) ,4) 构成 实数 域 上 的 一 个 代 
数 , 称 为 流 形 MM 上 的 外 代数 . 

Gi) (0, ф;х') 是 流 形 M E p 点 的 局 部 坐标 系 , 则 | dx" A … 
Adxll<i<i<… <igm|l 是 r 阶 外 微分 形式 空间 A'(M) 
的 一 个 局 部 基 , 对 于 Vo e A'( M) ,有 

o= X ох A A д" 


= 一 》 ох A = Л dx", 


HP w, e C*(U,R). 
特别 地 (1) 车 w Pfaff 形 , 则 


w; = (-®) є C*°*(U,R) i =1,:-:,т. 
дх А 


(ii) # o є A*(M), 则 
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1 EA 
w = 7 У, odr Л dx, 
其 中 


(11) жо e Л"(М), А] 
o = fdx' Л ах? Л + A ах". 
(iv) "4 M = R 时 ,R 上 零 阶 ,1 И .2 阶 外 微分 形式 分 别 为 
fg є С" (Е ,R).f(z,y)dx + g(x,y)dy 
e A' (R°) f(x,y)dx Л dy є A (M). 
类 似 地 可 表示 К" 上 外 微分 形式 的 表示 式 . 


4.1.3 外 微分 形式 间 的 拉 回 映射 


B M,N aa m E n ERRIRE, FM — N 的 光滑 映 
射 , Vp es М,Е, „:Т,(М) > Trp (N) 009, ЛІН F SS ГЕЙ 
F; T к ( N) 一 Т (M) , 

它 是 由 
(Е wrp) (ОХ, ) А Orp (FX, F Xp) 
所 定义 ,其 中 
Vo є Тк, (N),X, e Т„(М),: = 1s， 


Е; ornp є T, (M). 

现在 定义 映射 
Е*:А* (М) — A' (M), 

对 于 Vo e A(N) K Vp e М, ХУ 

(F'e)(p) А Fl Orp» 

可 以 证 明 FF*w e A'( M). 

事实 上 ,上 述 定义 是 有 意义 的 , 即 Fi or EE M E p AR s 
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MHAE, H. Е; Ору ХКУ, TEF’ о ЕМ 上 的 * 阶 反 称 
的 协 变 张 量 . 下 面 说 明 К” o 是 光滑 的 . 为 此 , 设 (wz ) EMEA 
的 局 部 坐标 系 . (V,y) 是 NN 在 Ff(p) 点 的 局 部 坐标 系 , 且 F(U) C V, 
于 是 下 的 局 部 表示 为 

y = yx ,x") e C°(U,R), 


(j= 1,2,…,n). 

切 映射 让,, 在 基底 上 的 作用 是 
9, _ ду д 
Fal 2) = Әх’ ду” 


设 w e AN) 的 局 部 表示 为 
wl, = СА л Лаў, 
则 
кө, = (ше Р) io Bda" A =: A da, 


ШАГ, F` o J M а, 
定理 4.2 ik F.M — Мж С" ЮН С° Dh Ai. # o є 
ACN), W Fo e A'(M). 
+ ЖР“ 为 外 微分 形式 空间 的 拉 回 映射 . 
定理 4.3 设 w e A'(N),0 eA'(N), 从 而 w A 0 e A™(N)， 
则 
Е (о Л 0) = Е` A F°*0, 
特别 地 
F'(/ A 0) = (f° Е) ‘Е 
证 Vp e MK VX, , 1, X... , E ТМ), 
F; (Фон, ^ Өк) СХ, Хор) 
= (юк) ^ Өлө) СЕ.) Е, (Хо) 


1 
= 151 > sëno ` wrp (F ap (Kons) 9°, 
Т.т е р(т+з) 
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FP.. (Xnp)) °. Ө СЕ. (Хаер) „ЗЕ. (Xo )) 
= (F? (wrp) A Е (Ө) ) (Х.Х): 
由 X, 的 任意 性 可 知 
Е; (окъ A Ө) = (Fi шк) A (F; Өк) , 
Bp 
Е' (о Л 0)(p) = ((F*e) A (F*0))(p). 
H p 的 任意 性 及 外 微分 形式 外 积 的 定义 知 
Е' (о Л Ө) = (Fw) Л (Е). 


4.1.4 Cartan 引 理 


在 第 一 章 ,我 们 考虑 了 一 般 回 量 空间 了 上 的 1 阶 反 称 的 协 变 张 
量 ,叙述 了 著名 的 Cartan 引 理 ,现在 将 此 引 理 推广 到 外 微分 形式 空 
间 , 即 流 形 上 反 称 的 协 变 张 量 场 . 
定理 4.4 Мт С" ЈЕ, os，…o, E A (M), Mo, 
…,w, 线性 无 关 的 充 要 条 件 是 
в, А Ло, 3 0. 
证 明 Row, 线性 无 关 , 扩 充 成 4 (M) 上 的 一 组 基 ,w， 
OD Da 因为 
wo, A Ло, А о, A = A o, # 0, 
从 而 
w, Л Ло, # 0. 
反之 , 若 w Л Ло, 了 0, 如 果 ww,…,w, 线性 相关 ,不 妨 设 
w, = Аш, + 十 AI 1， 
则 
w Л Ло, Ло, = 0, 
[aw i: ЛШ, Л о, ,…,w, 线性 无 关 . 
定理 4.5( Cartan 引 理 ) о, o, 和 ep,…,p, 是 两 组 1 阶 


外 微分 形式 , 且 У, ш, Л е, = 0. Ж оо, 线性 无 关 , 则 
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р. @0;,0; = aj 


WRA Wow, 线性 无 关 ， 将 它 扩 充 为 A'(M) 的 一 组 基 
Wj Ee A'(M) ,从 而 


= Saw а ‚+ È Aky s 
从 而 
0 


У o, - УУ ао Лау + У, У, аа Ло 
i=1 i=l j=l 21 к= 


т 


= У (a; - а); Ло + У >à ао; № оь, 


1«12ј<: Плн 
іо, Aww Ло 1 <i <ј< 5,5 +1 = k= т) ÆA (M) 的 一 
组 基 的 一 部 分 ,从 而 


G; = G; 


Ji 


a, =0,k=s+1,,m 
$4.2 外 微分 算 子 d 
定义 4.3 RM mHC 6, УМ ЛОМ) 上 的 外 微分 算 


+ d 是 映射 
d.A'(M) — А”! (М); 


w | — dø, 
满足 
1) 如 果 s = 0,o = f e С®(М,К) , IJ 
dw(X) = Xf, 


即 函 数 的 外 微分 就 是 普通 的 微分 . 
2) 设 (U,x') Ж МВА о e A'(M), 
w = > | ох! Ае Л ах? 


= — > в), pdx" A + A dx". 
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定义 о 的 外 微分 
do= У deo, A det A A dx" 
їрп 
т OO... . | > 
= > > — dx A dx" MA: A ах". 
lai етуі Ox 


ЖР ш, = ole) е С" (U,R). 
i OX дх° 
定理 4.6 Шо e Л"(М), Шао = 0, 其 中 mm = dimM. 
证 上 明 BU, ) 是 对 的 任 一 局 部 坐标 系 , 则 
w = fdx' Л аг A- A dx", f e C° (U,R). 
MTH dx: A dxi = 0 得 
do = df A ах À + A dx" 
-5 Hids A da! А A da" = 0. 
i=l 


定理 4.7 d 是 R 一 一 线性 的 , 即 Yw,w e A'(M) 及 a,B є R, 


则 
d(aw + Во) = adw + Віо. 
证 明 BU, c) 是 的 局 部 坐标 系 , 则 o,o 的 局 部 表示 为 
o= N opad Л Л ак, 
l&i <ih <e <i Sm 
o= У opad Л Аах". 
l&i <e cim 
于 是 


d(aw + Во) = У (оо. + Bo... dx" Л Л ах" 


Igi < cism 


dx? À - Л ах“ 


=a > ао 


lgi < ism 


печ, 


+В > do, dx" À + А ах? 


l&i <e <i Sm 


йт 
= adw + Bdo. 

定理 4.8 Шоє Л'(М),о є Л'(М),Й 
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dlw Л о) = de Ло + ( - 1) о Л do. 
证 明 (0,5) ЖМ 的 局 部 坐标 系 , 又 


w = > w. dx" A = Л ах“, 
lsi <e <i Sm 
о= $ вй A Nda, 


Lgj <: <j Em 


则 
dlw Л ө) = > И, w 
en 


A ах A + A dx: Л ах A A ах 
= у (Ojj dii, + Oiid Ojj) 

l&i <e <i sm 

Пе < hm 

A dxe A ах" A ах" Л + Л ах" 
=( X dopa, A ds Л A dx") 

lgi < <i sm 

A Y шул A A dx 


lj <+" <j Em 


А А Ы А А 
деч, © Ojeg) 


+(-1)( > o 


Isi <77 <i em 


AC Y do. A dt л A dx) 


Lgj <: <j, Em 


dx" À + A ах“) 


irei 


= do Л о + (-1)'в Л до. 
利用 定理 4.7 和 归纳 法 可 证 下 面 的 推论 . 
推论 1 设 o…,woreA4(MN), 则 


k 
d(w Л Аш.) = У (- 1) оу Л Л do, Ae À wp 
定理 4. 9( Poincare 引 理 ) 
dw = d(dw) = 0,0 є A'(M). 
证 明 ” 设 (U,x') 是 1 的 局 部 坐标 系 , 对 于 Vo e Л'(М), 
e= X ө.х Aee А ах, 


йез, 
Igi <e <i sm 
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HF d 是 R 一 线性 的 ,只 要 对 ow 的 一 个 单项 进行 证 明 ,因此 不 妨 设 
о = Јах! A + Л dx: f eC”(U,R), 


从 而 
dw = > Y gr Л ах" A --- Л ах“, 

гл дх 

т т of | ; ; А 

1040) = У У — dx Л ах Л ах Л = A ах" 

fi £ Өх дї 

2 2 
= ( af BS у Ла дау" A A ах“, 


1<i<jsm Әх‘ Әх axax 


of of 
дх'дх' Әхідх 
于 是 d(dw) = 0. 
特例 
(1) 设 (x,y,z) 为 R° 的 笛 卡 尔 直角 坐标 ,As С" (R° R) , 则 
_ 9 of of 
df = эх + эу ч + a 
的 系数 构成 的 向 量 场 是 f 的 梯度 场 , 即 
Y S д 
gradf = laa ay oz 


(2) Ro ER 上 1 次 外 微分 形式 
w = Аах + Вау + Саг,А,В,С e C° (R° ,R). 
则 


oC ӘВ А ӘС 
= (— – —)d d — - —)d. d 
do Cay aD Y A z+ O ZN х 


Вв дА 
— ~ —)d: d 
+ Сох ay A y 
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ау Л dz аг Л ах ах A dy 


А 9 9 9 
дх ду д2 
А В C 
若 向 量 场 X = 47 +B j + CK ао 的 系数 构成 向 量 场 式 的 旋 度 场 ， 
y (2C aB ад әс, Әв әл y 
счйХ = (y э)! м ах) і t (ах әу) 


(3) z e 28 R° 上 的 2 阶 外 微分 形式 
ф = Ady Л dz + Ваг Л ах + Сах Л ау, 


则 
_ (9А 3B 9С 
dg = С оу a A dy A dz. 
此 时 dg 的 系数 为 向 量 场 X 的 散 度 ， 
divx = 24 + эВ ӘС 
ду д2 


由 Poincare 引 理 ,dp = 0, Фо = 0, 则 给 出 古典 场 论 的 两 个 基本 
公式 
curl( gradf) = 0; 
div(curlX) = 0. 
定理 4.10 设 o e AM), X eX е ТОМ), д 


5+1 


А A 
do X, БУ. ОИ = >, ( T 1) X (o (X, X... X. )) 


A A 
+ O DY Xon Хуа), 


Rh X, RRMA X. 
特别 地 
1) 当 =1 时 , 即 we4(M),do є A (M), 
ао(Х,,Х,) = Х,о(Х,) - X,6(X,) -([Х,,Х,]). 
2) 当 *=2 时 , 即 w є AM), 
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до(Х,,Х,,Х,) = XÉ (X,,X,) - Х,в(Х,,Х,) 
+ X,o (X, X) -@([X,,X,] ,X,) 
-в@([Х,,Х,],Х,) +o@([X,,X,],X,). 
证 明 ” 仅 证 ; = 1 的 情况 ,其 它 类 似 . 设 (U,x') J M WJ aga 
标 系 ,由 于 d 是 R 一 一 线性 ,只 须 对 w 是 一 个 单项 考虑 . 设 
w = fdx’ f e С°(Ш,К), 
dw = df Л dx'. 
de(X,,X,) = (df Л dx:) (X, ,X,) 
= df(X,)dx'(X,) — df(X,) dx' ( X, ) 
= (Xf (X,(xz')) - (X,f) (X,(x')), 
而 
Xiw(X,) -Х,в(Х,) –- ©([Х,,Х,]) 
= X, (fdr) (X,)) - X,( dx) (X,)) - ах) ([X, ,X,]) 
= X, (f: X,(x')) - X,(f Xx)) -/f([X,,X,](x')) 
= (XA (X,(z')) - (Xf) (X, (x')), 
于 是 结论 成 立 . 
B M NIAE тп $E C” Р, F: M — МС" 上 映射 , 它 诱 
导 了 外 微分 形式 间 的 拉 回 映射 
F" .A'(N) — A' (M). 
E F* 与 外 积 A 可 交换 , 即 
F*(e Л о) = (Fw) A (Е'о). 
下 面 我 们 可 以 证 明 F° 与 4 也 是 可 交换 的 . 
定理 4.11 设 F:M 一 NN 是 C” 流 形 间 的 C” 89}, U Vo e 
ACN), Æ 
d ,(F*`o) = F* (d,o). 
证 明 Ж(Ш,х'),(У,у) Е М.А, РЕ" 
及 d 都 是 线性 的 ,只 须 对 单项 式 
w = wdy" À +: А dy: e A'(N) 
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给 以 证 明 . 事实 上 ， 


F) = У, ar = d(y Р) = d(F*y), 
F* (до) = (оу. ° F) = d(F ow,..,). 


从 而 
F* (dw) = Е* (дш, Л dy: Л + Л ау?) 
= Е* (дө) ЛЕ" (аул) Л ЛЕ" (ау?) 
= dlw o F) Л абу! F) A Л (у^ • Б), 
又 
Fw = Е" (оз. dy A =+ A аду") 
= (өр; F) "Е" (дул) A < ЛЕ (dy) 
= (03.3, ° F) edly" o F) Л = A (у? ° F). 
从 而 由 定理 4. 8 的 推论 1 5 2: = 0 得 
d(F"o) = dlw o F) Ad F) Л = Md(y Л F). 
于 是 
F* (dw) = d(F* o). 


84.3 ”外 微分 形式 的 积分 Stokes 定理 


节目 的 是 在 m 维 C” 流 形 上 定义 m 阶 外 微分 形式 的 积分 , 积 
分 是 把 流 形 的 局 部 性 质 和 整体 性 质 联系 起 来 的 有 力 手 段 . 在 理论 上 


有 许多 应 用 ,最 后 叙述 外 微分 形式 积分 的 基本 定理 
EM. 它 是 微 积分 基本 定理 在 流 形 上 的 推广 . 


4.3.1 流 形 的 定向 


Stokes 


定义 4.4 设计 是 m 维 的 光滑 流 形 ,如 果 M 上 存在 一 个 处 处 不 
为 零 的 严 阶 外 微分 形式 w e А^(М) , 则 称 必 是 可 定向 的 , 且 w 给 出 


1 的 一 个 定向 . 
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Жо, ,ws є Л"(М), Во, = fo, f >0, 则 wl,w, 确定 了 MH 的 
同一 个 定向 ,对 于 连通 的 定向 流 形 М, A o 处 处 不 为 零 ,所 以 只 有 两 
种 情况 : 

1) о> 0, 此 时 称 w 给 出 了 MM 的 一 个 自然 定向 ; 

2) о < 0, 此 时 称 w 给 出 了 MM 的 一 个 相反 定向 . 

定理 4.12 m 维 光滑 流 形 守 具有 自然 定向 的 充 要 条 件 是 存在 MM 
的 一 个 相 容 坐标 卡 集 

.名 = |(Ш„,ф„)\, 
(ER U.) 构成 1 的 开 覆 盖 , 并 且 若 U, N U, z 乡 , 其 坐标 变换 
Pp? pa :Pal Us N U,)( C R”) 一 op(U N Ug) C R", 
y = y lax, x"), (i = 1,2,……,mm) 
的 Jacobi 行列 式 
der 07.377) > 0. 
alax, x") 

ШВ бое A"(M)(o #0), ГМ АЕ, MJ 
Vp є (Ш„,ф„;х') 及 (Upsiy )， 

有 

w = fdx' Ne Л ах", = gdy! М А ду", fg > O, 
于 是 


dy' A + A dy" = faix A A ах", 
8 


另 一 方面 
1 ... m 
dy! Л A dy" = det POI Yt A += A da" 

д(х е, т 

从 而 

det 9 ээ") = f > 0. 

ala," g 

反之 
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Ё. = (U, pait) 是 满足 定理 条 件 的 相 容 的 坐标 卡 集 , A] 

是 从 属于 | U1 的 单位 分 解 ,suppf, C U... < 
в = Y рах A ах, A Л ах" e A”(M). 

下 面 要 证 Vp є М,о, > 0, 从 而 w 给 出 了 M 的 一 个 自然 定向 . 
EKE, BU, py) 是 MM 在 p 点 的 坐标 卡 ,如 果 UN U, = 6 ,WJU n 
U, 上 有 

dx. Л А ах" = gdy) A + A dy",g, є C° (U N U,,R) 
由 于 (U,g),(Us,gs) є .—,# g. l unu, > О,/„(р) > 0, 
/„\р) ° в„\р) > 0, 再 由 


ZAP) = 1, 
TREES (р) > 0, 因 而 f.(p) ` zo (p) > 0. 
于 是 
EP) g (p) > 0 
这 样 ` 


olp) = У Á.dx, A Л ах" 
= (У в„(р) (р) )ду Л Л ау" # 0. 
4.3.2 ” 带 边 流 形 和 它 的 定向 


ТАН" = |x = (x',…,x") є R”) x" z 0] 表示 欧 氏 上 半空 间 ， 
ӘН" = |x e Н" x" = 0| 表示 "的 边界 ,H" 的 拓扑 取 为 它 在 R” 中 
的 相对 拓扑 . 

定义 4.5 设计 是 具有 可 数 个 拓扑 基 的 Hausdorff 拓扑 空间 ,如 
果 M 存在 微分 构造 

B= | (UPa) | op:U > e,(U.) C H| , 
ИЖКСОМ,.ё) 是 带 边 的 m 维 C” 微 分 流 形 ,MM 的 边界 记 为 
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ӘМ А |p e М1 VYV(U ,9p,) є .%,p.(p) є ӘН}, 

即 Vp є ӘМ,р 点 的 局 部 坐标 为 (x'，… ,x”' ,0). 

Ж (i)m 维 C" REM, #) 的 边界 ƏM JF M BJ m -1 维 C” 
微分 流 形 ,其 微分 结构 
A = | Ua Pa) 1 Ú, = U, N M, Pa = @,lu na (ОФ) € Ë}. 

Cii) 如 果 是 严 维 可 定向 的 微分 流 形 ӘМ = 8, 则 3M 也 是 可 定 
向 的 . 事实 上 ,对 于 Vp e ƏM,(U,e;z') ЖКУ, piy) 是 点 p 的 两 个 
坐标 系 ,有 


! oon m 
dy! À - A dy" = det BY у") r A = Л ал", 


д(х'\ х") 
其 中 
det ay y") > 0. (1) 
a(x! |. X) 


ШЕрєӘМПЛЇПҮ, х" =0,у” =0, (U, p;x ) 和 
(И, фу, y") Æ aM E p 点 的 坐标 系 ,于 是 
де y") a ае 900707). ду" (2) 


alax, x") А alal, ny дл" 


elp) = (a!,--, a" 0), 


Ф 


fa) = y” (a а"! ,t) st = 0, 
Mya) 20. H 


ӘУ" = Р(0) = на СӘ. > о. (3) 
ax” 10+ t 
H(1).(2).(3) 可 知 
det 20:22977 он > 0， 
alx ,- x" ) дх 
于 是 3M 是 可 定向 的 . 


131 


微分 流 形 基 础 


4.3.3 Ж E ËJ m 阶 外 微分 形式 w 的 积分 与 Stokes 定理 


设 w 是 m 维 微分 流 形 MM 上 连续 的 m 阶 外 微分 形式 ,(U,g;x') 是 
M 的 一 个 局 部 坐标 系 , 则 
w = Јах! A- A dx", fe C*(M,R), 
从 而 
CP) Cw) = (fo фт) (хо фр!) A Л а(х" фт!) 
= fo фаг Л +: Л dr" e Л"(В"). 
HF fo o” ÆeU) 上 的 mm 元 可 积 函 数 . 为 方便 , 记 r 为 x',f。 
e 为, 则 
(ф7') (ww) А fde! A Л dx" e A"(R"). 
ЖМ4.6 Шону m ЕМИЕ ВЕН) т ТУМУК. (U, 
ф;х') ЖМ 的 一 个 坐标 系 , 则 
w = fdx' Л +: Л ах", fe С°(Ш,Ё), 


HE U WRD | o 定义 为 f。 Ф ФСО) 上 的 m 重 Riemann 积分 , 即 


[~ а [° о 

= [о e" )dr'dr2-.. dr" 
记 为 1 m 
= J; Jax “dx И 

现在 定义 т 阶 外 微分 形式 在 整个 流 形 М 上 的 积分 . 

EX 4.7 бо 是 定向 流 形 M" 上 的 连续 的 m 阶 外 微分 形式 ， 
(Ua Pa) 1 是 必 的 坐标 卡 集 ,1h1 是 从 属于 | U,| 的 单位 分 解 ,于 是 
о = У how, 这 样 w 在 MW 上 的 积分 定义 为 

Јо 2 У о = У |е) (в) 


= У | ((h. `a) • фі) ах! Л + Л ах". 


а Pal Ua? 
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其 中 
oly, = ах, A A ах", a, e С° (0О,К). 
Ж Ни оме СО, р.) | 选取 无 关 ,也 与 从 属 


FIU) 的 单位 分 解 选取 无 关 . 第 一 条 是 由 Rieman 积分 的 变量 替 
换 性 质保 证 ,第 二 条 是 因为 : 
ІА 是 从 属于 1 U。| 的 另 一 个 单位 分 解 , 则 


Ул = Y hk. =l, 
H hahe REBRA U, 上 不 为 零 . 定义 中 的 积分 是 有 限 和 , 故 
Јо = У] ko = У | к. У hw 
M a "U, а "М В 


最 后 ,叙述 流 形 上 微 积 分 的 基本 定理 一 一 Stokes 定理 . 
定理 4. 13( Stokes ЕЯ) 0 设 必 是 可 定向 的 m 维 C” 流 形 ,w 是 
M 上 的 连续 的 (m - 1) 阶 外 微分 形式 , 则 


[Le 


№ ӘМ = 8 时 


w = 0. 
әм 


£ Stokes 定理 在 R" 中 的 特例 . 
(1) 当 n = 18,0 = [a,b],ƏD = {b} U {а}, 330 CJN, 
Ello = f(x) , 则 


O Зарана. (ОЕА) ,北京 :高 等 教育 出 版 社 ,2001 年 版 . 
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b 
а= | f = fO) -жа), 
这 就 是 Newton-Leibeniz Уй 
(2) Ñn = 2 时 ,DD RÈR 中 有 界 区 域 ,3D 为 曲线 ,w = Р(х, 
y)dx + g(x,y)dy, 从 而 
dw = CE -Ed A dy, 
此 时 Stokes 公民 


[ао = Го, 


Вр 
дф _ əP _ 
К Эх ау) Л ау f Рах + Фау, 


这 就 是 Green 公式 . 
(3) Уп = 3BFF,D 32 R° 中 有 界 区 域 ,3D 为 闭 曲 面 ,o А" 中 2- 
形式 , 即 
w = Рау Л dz + фах Л dx + Ках Л dy, 
此 时 


_ (Р 9p , К 
dw = (z t ay t а A dy À az, 


于 是 由 Stokes 公式 就 得 到 R 中 奥 高 公式 


ӘР дф ӘК 
| t y + a |) da A dy A dz 


= | Рау Л dz + фаг Л dx + Вах Л dy. 
әр 


(4) 4n = 3 时 ,D 为 R 中 有 界 曲面 片 ,3D 为 闭 曲面 ,o A R° 中 
1- 形式 . 
w = Рах + edy + Rdz, 
则 由 Stokes 公式 得 
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dy Ndz dz Л ах dx N o 


ð ð ð 
Pdx + pdy + Rdz = 2 £ 2 | 
|, x T pay Z f, дх ду д2 | 
P Ф R 


将 曲面 积分 化 为 曲线 积分 ,这 就 是 К? 中 的 Stokes 公式 . 
问题 与 练习 


1. Ж(Ш,х),(У,у) DAE m C AB M E p 点 的 两 个 局 部 
АА, КЖЕ A (M) 的 两 个 局 部 基 之 间 的 变换 公式 , 当 s = m(M 的 
维 数 时 ) ,变换 式 是 什么 ? 

2. 设 w = xydx + zdy — yzdz， 

7 = хіх – yz dy - 2xdz. 
K.:(1)do;(2)dn;(3)de An - o Л dn. 
3. Æ R" 中 寻求 ~- C” (п - 1) 阶 外 微分 形式 中 ,使 得 
de = іх Л + Л ах". 
4. Жо є Л (М), о Л о = 0? 举 例 说 明 . 
5. Ж M.N 2-3 т п ЖЭБ, F: M — N С° 映射 , 则 
Е (о @ 0) = F*o @ F` 0, 
其 中 
ое A'(N),0 e A(N). 
6. o, o, є А (M) ,证 明 


k 
dlo, Л Ао) = Y (-1)”'o, A = A do, Л À ш. 
i=l 
7.34 U = R/]|0] Фо = (- ydx + xdy)/(x + y) ‚Ж do. 
8. 设 w = У (-1)U Л A da? Л A dx" ВФС" 
i=} 


的 (n - 1) 阶 外 微分 形式 ,MM 是 R" 中 开 集 , 写 出 相应 的 Stokes 定理 . 
9. 设 D = [0,1] x[0,1] CR (xix) = дї +x),@ = Јах A 
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dx, | в. 


10. ЖМЖ R" 中 大 +1+1 维 有 向 无 边 紧 致 嵌入 子 流 形 ,owyy 分 
MELER 中 包含 肝 在 内 的 一 个 开 子 集 上 上 次 和 1 次 外 微分 形式 . 
证 明 : 存 在 某 个 常数 a, 使 得 
Јо A an = a| dw A n. 
M M 
11. Ж o Ж m # 36 5.3K S Её С" (m - 1) 次 外 微分 形式 ,证 
я: | do = 0. 
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在 微分 流 形 上 ,光滑 的 微分 结构 确定 了 流 形 上 的 光滑 函数 的 概 
念 ,继而 根据 光滑 函数 ,我 们 定义 了 切 向 量 、 光 滑 的 切 向 量 场 .光滑 
的 张 量 场 及 外 微分 形式 等 定义 了 光滑 函数 /关于 切 向 量 X, e 
T,( M) 的 方向 导数 和 一 个 自然 的 问题 是 ,光滑 的 切 向 量 场 、 光 滑 
的 张 量 场 能 否 关于 切 向 量 X, 求 导数 ?为 此 ,我 们 要 在 流 形 上 构造 一 
种 新 的 结构 ,这 种 结构 就 是 流 形 上 的 仿 射 联络 V. 它 是 流 形 上 重要 
的 几何 概念 ,起 源 于 古典 微分 几何 中 曲面 上 向 量 的 平行 移动 , 由 此 
产生 了 一 种 新 的 微分 法 则 , 即 所 谓 的 共 变 导数 、 共 变 微分 . 


$5.1 WIRA 


5.1.1 仿 射 联络 的 定义 及 局 部 表示 


定义 5.1 Мт НИЈЕ, LM) 为 W 上 的 光滑 向 量 场 

组 成 的 空间 ,M 上 的 一 个 仿 射 联络 V 是 一 个 映射 
VBM) x ZUM) — LIM); (X,Y) I> V Y, 

使 得 对 VX,Y,Z є ZUM) K Yf,g e C° (M,R) ,满足 下 列 条 件 

(1) V UY +22) = (XY +fVyxY + (Xg)Z + gV Z, 

(2)V x. Z = fV ,Z + gV Z. 
VxY 称 为 Y 沿 切 向 量 场 X 的 共 变 导数 , 称 V A M B) ВРЕ, 
(M, V) 称 为 仿 射 联络 空间 . 
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设 (V,p) 是 含 点 p e M 的 坐标 图 , (е, 为 U 上 局 部 基 向 量 场 ， 
1w'| 是 其 对 偶 标 架 场 , 则 
X = о (Х)е,,Ү = w(Y)e.. (5.1) 
根据 定义 ,我 们 有 
VY = У, (о (Үе) = Xlo (Y))e, +É (Y) Уе, 
由 此 可 知 , VY 完全 由 V e, 确定 ,由 于 Vre; е 2M), пр 
У үе, = W(X)e,w(X) є C”(M,R), (5.2) 
H V 的 性 质 (2) 可 知 ， 
a: 21M) — C” (M,R) 
是 光滑 1 阶 外 微分 形式 (wi 是 .可 对) 上 的 线性 映射 ) , 称 为 仿 射 联络 
1 - 形式 ,于 是 


w; = Djo, Ty = 0)(е,), (5.3) 
或 
Ге, = Уе, Г» eC (U,R), (5.4) 
Г 称 为 仿 射 联 络 的 联络 系数 . 于 是 , 仿 射 联络 的 局 部 表示 式 为 
V Y = [XW + e (MY) Je (5.5) 


特别 地 ,在 自然 标 架 1- +, 


; 0 д 
X =X—,Y = Y —, 

дх' Ox 

‚ дҮ* kyiyj 0 

VY = (X — + ГЕХИ) —— 
* ( дх' У Уол” 
д k 0 
Va — = [Г —. 
ai OX T Әх“ 


і 


#11 ЖМ" = R",Y = YẸ e AR"), VX e ZUR"), 
x 
Ж 
УА X(Y) © 
x = (Y) і? 
дх 
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则 V 是 R" 上 的 仿 射 联络 . 
ШВ #2 = 2 2; < ZUR") 及 f,g е С" (R",R),WIJ 
(1) 7, (Y +42) = Ç (Л + 827) 2 
= ХОУ + gZ) © 
дх 
= [(XD Y: +уХ(Ү) + (Хр) + gX(Z:) ] P 
= (XD Y +Y) 2. + (Xe) Z: 2 
дх дх дх 
na 
+ gX(Z') эх 
= (Xf)Y +fV ,Y + (Xg)Z + g V 7. 
(2) Yml = ОХ +yz 
= fV ,Z + 67,2. 
故 V ЖК" 上 的 仿 射 联络 ,其 联络 系数 
. 0 5а 
Г, axt Và Әх) 0. 
于 是 ГУ = 0, 此 时 称 V 是 平坦 的 ,因此 ,R" 是 平坦 的 仿 射 联络 
空间 . 
注 Vp e M,X,Y e 2(M), 


СУУ) (р) RKF X, BIE X, X e ZUM) ,X, = X, 0 
(VY) (р) = ( VyY)(p). 


5.1.2 仿 射 联络 的 存在 性 定理 


定理 5.1 任何 C” 微分 流 形 M" 上 一 定 存在 仿 射 联络 . 
证 明 BU, Pa) ЖЕМ АЕ} а, h.) 是 从 属于 | U。| 的 单 
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位 分 解 ,在 每 个 坐标 域 U0。 上， жанбы у“, 
У, Yl; = X(Y) 2 7 


其 中 Y = Y -# ЛЕМ" 上 定义 联络 V 为 


VxY = У, Уз, Ylu, Уһ, = 1, 
可 以 证 明 у ЖМ" 上 的 线性 联络 . 事实 上 
(1) Vx QY +22) = УАУ, (ДҮ! +21 U.) 
= TADY HTSY + (Хе) +&\/{7] 
= (XD) Y +fV Y + (Xg)Z + gV ,Z. 
(2) 7..2 = У, В, У, зеи, | u, 


= У h, (VZ + gV$Z) 
= fV ,Z + g V yZ. 
所 以 V ЖМ" 上 的 线性 联络 . 
Ж “” 流 形 上 的 仿 射 联络 不 唯一 . 


5.1.3 仿 射 联络 的 挠 率 和 曲率 


设 V 是 微分 流 形 M 上 的 仿 射 联络 ,定义 映射 
T. (M) x LUM) — ZIM); (X,Y) 1> T(X,Y), 
为 
T(X,Y) = V,Y- V,X - [X,Y], 

T 称 为 仿 射 联络 的 挠 率 , 若 了 = 0, 则 称 У 是 无 挠 的 , 它 具 有 下 列 性 
质 : 

(1) 反 称 性 

T(X,Y) =- Т(Ү,Х). 
(2)C° (M,R) 双 线 性 性 
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TOX, +gX,,Y) =JT(X,,Y) +gT(X,,Y) , 
T(X,/Y, + gY,) = /Т(Х,Ү,) +gT(X,Y,). - 
于 是 由 了 诱导 了 M 上 的 (1,2) 型 张 量 场 
T.T'(M) x T(M) x T(M) — C"(M,R), 
Т(о,Х,Ү) А о(Т(Х,Ү)). 
设 (V,p) Æ M 的 一 个 坐标 卡 , 16 是 VU 上 的 局 部 基 向 量 场 ， 
о 是 其 对 偶 
T(X,Y) = T(X,Y)e;, 
Уе; = Гҳе,,Т(е,,е;) = Tier,- 


[е;,е;) = Cier, 


则 
T s- TT = -ri -C 
特别 当 ， 
e = x= х0. y = y 9 
дх дх' БЕЛ 
有 
T, = ГА - Г 


iy 0 

T(X,Y) = 2 DAY = 
TET 是 (1,2) 型 张 量 场 的 系数 , 即 

一 д i ñ 

Т = 2T Ф @ ах, 
Н V ЖЗ НЇН Г; = Г, КТ 为 了 ВЖК. 

再 定义 映射 
R(X,Y): 21M) — ZIM); 
21-+В(Х,Ү)2, 
К(Х,Ү)2 А VV yZ- VVZ- V y nZ, 
R(X,Y) 称 为 仿 射 联络 的 曲率 算 子 ,映射 
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R: ZIM) x ZUM) x 1M) —.Z(M); 
(X,Y,Z) 1— R(X,Y)Z à R(X,Y,Z) 
称 为 仿 射 联络 的 曲率 张 量 . 曲率 算 子 及 曲率 张 量 R 具 有 下 列 性 质 : 
(1)R(X,Y) =- R(Y,X) ,从 而 R(X,X) = 0. 
(2)R 具 有 C”(M,R) 三 重 线 性 性 ,从 而 玉 诱 导 了 M 上 的 (1,3) 
型 张 量 场 | 
Ё.Т* (М) x T(M) x T(M) x (M) 一 C (M,R), 
К(о,Х,Ү,2) A o(R(X,Y)Z). 
在 局 部 基 |e} 下 ,由 于 R(X,Y)Z є 8M), i 
КОХ, Юе а ОКХ, Р), 
确定 了 M 上 的 mw 个 1 阶 外 微分 形式 人 2, 称 为 v 的 曲率 形式 . 在 局 
部 基 |e;| 下 , 设 
Уе; = Tier lene] = Cies, 
R(e;,e,)e; = Riger 
则 
(1) =- Riy, 
(2)R = DPI i Г.Г +e (Ti) = e (Ts) - СаГа, 


J 


(3)T = > Т A в = У То A o, 
j<k 


(4)02 = > ИЛА А о! = Y Кыш Л w. 
k<1 
特别 地 ,在 自然 标 架 | -| 下 
R(Y,Z)X = RX YZ -9 ， 
дх 


д 
К 


Ё = К! 
ijk əx 


@ dri Q ах @ dx". 
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5.1.4 仿 射 联络 的 结构 方程 


B(M, V) 是 仿 射 联络 空间 , 则 其 仿 射 联络 的 联络 形式 w; , 挠 率 
形式 了 及 曲率 形式 0 有 如 下 的 著名 关系 . 
定理 $5. 2( Санап 结构 方程 ) 
W =-w Ao +T, 
dw; =- ө, А оў + 0. 
WA X,Y e (M) ,其 局 部 表示 为 
X = о (Х)е, Y =o (Y)e,, 


于 是 
T(X,Y)e, = T(X,Y) = V,(e (Y)e,) 
- Vy(o (X)e;) – w'( [X,Y]e,) 
= {Xlo (Y)) -Ү(ш(Х)) -w ([X,Y])1e;, 
+ [o (Y)w; (X) - w (X)wi (Y) |e; 
= Ido (X,Y) + (а Л w) (X,Y) |е, 
故 


dw =- в, Л ш + Т. 
同样 可 证 第 二 式 . 
作为 结构 方程 的 应 用 ,我 们 可 以 证 明 Bianchi 第 一 恒等式 . 
定理 5.3 ”设立 是 无 找 的 线性 联络 , 则 Bianchi 第 一 恒等式 成 立 
Кы + Ri + Ri = 0. 
ШЕН У, T = 0, 于 是 第 一 结构 方程 为 
dw =-w; Ao, 
对 上 式 外 微分 ,并 由 第 二 结构 方程 及 
A = Уай Л o, 
0 = (40) = - іо! Л ої + оу Л do 
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= (o, A oP -FR Л o!) A af — o À oÍ, A o 


= Rio! Ло Ло 
=- У (Ru + Riy + Ер) Ла Лай, 
J<k< 
Ru + Riy + Ri; = 0. 
Ë BJ R, 在 自然 标 架 | -| 的 表示 式 
Ru = ГГ, = ГГ, + 2 r: -2r 
J B? D j дх* lj ax! уз 


直接 验证 Bianchi 第 一 恒等式 成 立 . 
85.2 仿 射 联络 空间 上 张 量 场 沿 切 向 量 场 的 共 变 导数 


5.2.1 Yaki Y 沿 切 向 量 场 XX 的 共 变 导数 


定义 5.2” 设 Y 是 微分 流 形 上 的 仿 射 联络 ,X є ZUM) , 切 向 量 
场 Y 沿 X 的 共 变 导 数 ( 记 为 了 xY) 仍 是 M 的 切 向 量 场 , 即 VxY є 
LIM) ,满足 以 下 条 件 

(1) У, (У + g2) = (ХУ +f xY + (Xg)Z + ву, 

(2) V x+, Z = fV ,,Z + g V y,Z. 
即 切 向 量 场 沿 X 方 向 的 共 变 导数 是 满足 上 述 条 件 的 映射 

Vy: (M) —.%( M) ;Y 1 — VY. 

设 (U,piz) 是 MM 的 局 部 坐标 系 ,|e,| E M 的 局 部 基 , 其 对 侦 基 

жо, Fi 是 М 的 自然 标 架 , 其 对 偶 基 为 1dxj. 又 X,Y є 


UM) , 则 
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X = Хе, Ү = Үе. 


其 中 
X = Ф (X),Y =a (Y) e C%*(U,R). 
又 设 
Че, = Гуе, 
则 
У.У = Le) + ИГЕ је, А Уе. 
其 中 


Ү = e (Yi) + YT; 


称 为 切 向 量 场 了 的 分 量 沿 e; 的 共 变 导数 . 
从 而 了 沿 X 的 共 变 导 数 为 


在 自然 标 架 | 二 | Fa (Y) = ,从 而 


У ay = Z= VY = хи а, 
其 中 
Y; = ЭҮ. yr 


Ë (i)Vfe Cg Ml V f à ХО). 
Gi) 对 平坦 的 仿 射 联络 空间 , 即 P; = 0. WW 


即 


5.2.2 余 切 向 量 场 w 沿 天 方向 的 共 变 导 数 V ,o 


定义 5.3 Ю(М,\/) 是 仿 射 联络 空间 ,w e A'(M) = T'(M), 
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Шо 沿 蕊 的 共 变 导数 Vxw 仍 是 一 个 余 切 回 量 场 ,定义 为 
(Ухо) (У) А Х(о(У)) -(\/ҮҮ), 
其 中 X,Y e UM). 

Ж Vro:7(M) 一 C” (M,R) 是 关于 C”(M,R) 线性 的 , 即 
(Vxw) СУ) = КУ уо) (У) f e C" (M,R), 
(У,в)(Ү, + Y,) = (Уу) (У) + ( Vyeo)(Y,) , 

这 说 明 Vo e A! (M) ,有 Yo e A' (M). 

下 面 给 出 Vro 的 局 部 表示 . 

Ж(Ш,е;х') ж МАНЖА, (е, Æ M 的 局 部 基 , 其 对 偶 基 
Hlo), d- ж М 的 自然 标 架 场 ,其 对 偶 标 架 场 为 |dx | ,于 是 对 于 
X e HM) ko e Л'(М), RARER 

X = X'e, = Х ;0 = Ow = bdv， 
дх 
其 中 
X: = w (X) ,6, = 0(е;), 
从 而 
(V.0)(e) = VY.(g(e)) - 0(У,е) 
= 6,(6;) — Гу Ө, 5 б, 
于 是 V, 0 e A' (M) 的 局 部 表示 为 
V. 0 = [e,(0,) 一 Ө, ` Г lo" А Ori", 
从 而 V ,0 的 局 部 表示 为 
V ,0 = Х'Ө, 0" f 
= X'(e,(6,) - 6Г,) o! 
= X'(d0, - @,Г\„)ш*, 
特别 地 
У аў =- Tho. 
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TEB б | C| + 


0 ; 
Ө = I _ ӨГ, 
' дх 


V 20 = gidw ;Vx0 = ХӨ, dx". 
5.2.3 (r,s) 型 张 量 场 了 沿 切 向 量 场 式 的 共 变 导 数 V T 


定义 5.4 RM, V) 是 仿 射 联络 空间 ,Xe ZUM) ATOM) # 
ж М 上 (rs) 型 光滑 张 量 场 的 全 体 ,7 = AM), ВТ е 
C”(T(M)).T 了 T 沿 切 方向 了 的 共 变 导数 Y v7T 仍 是 一 个 光滑 的 (7,s) 
型 张 量 场 
(7) (0 ,0 ,7 eY) 
A VTO ,0 ,YY,) - ТУ ,0',6?,---,0', 
Y, Y.) 2+ - TCO, V 0 ,Ү,, е Y.) 
_ T(0',-- 0, ҮҮ,Ү,, т Y.) — 
一 TE VD)). 
其 中 
0 e A'(M),Y, є .Z(M). 
易 证 
V T.T* (M) хо x T* (M) x .Z(M) x- x 81M) С° (M,R) 
是 r+s 重 C”(M,R) 线性 的 , 即 
V YT e Л;(М). 
定理 5.4 Тел! (М), Те A?(M), 则 
V I(T@T) = V,T@T +T@ УТ, 
即 V, 在 张 量 积 上 的 作用 遵循 Leibniz 法 则 . 
定理 5.5 对 于 外 微分 形式 8 e Л" (М), e A2(M) 
有 
Vi(0Aw) = 7,0 Ло +o Л Vð, 
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Вр V у 在 外 微分 形式 的 外 积 上 的 作用 遵循 Leibniz 法 则 . 
关于 上 述 两 定理 的 证 明 留 作 练习 . 
现在 考虑 (r,s) 型 张 量 场 T 沿 X 方 向 的 共 变 导数 Vx7 的 局 部 表 
IN. 
设 (U,g;x') ЖМ 上 的 局 部 坐标 系 , lel 是 M 的 局 部 标 架 场 ， 
lol 是 其 对 偶 标 架 场 .X є SM), HF VT e Л:(М) ,有 
X = X'e,,X' =w (X) EC (UR)， 
T = Te 9 @ e, OW 9 о. 
其 中 
Tu oo e) e С" (О,К), 
V,e = Гуе, V af =- Го". 
于 是 
( V, Т) (о, ‚5,0, ер, н 
= (У) (Тат) + Туз, + + TT 


АЈ 


V T = ХТ, @ e, 9 @ e, Фо 9 ай. 
特例 
(1) ET e A (M) , 则 

(V IT)(e,Y) = (Уу) (Т(о,ҮУ)) -T(Vzw,Y) - Т(о, VY). 
(2) ШЕТ < A, (M) , 则 

(V IT)(Y,Z) = (V ,)(T(Y,Z)) - T( V,Y,Z) - T( Y, V ,Z). 
(3) ШЕТ e (М), I 

(V yT)(o,0) = (V) (T(o,0) - T( V,o,0) - Tlo, V 0). 


85.3 ” 仿 射 联 络 空间 上 张 量 场 T 的 共 变 微分 V T 


在 仿 射 联 络 空间 中 ,由 方向 共 变 导数 可 引出 光滑 张 量 场 了 的 共 
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变 微 分 V T. 
定义 5.5 设 (M,V ) 是 仿 射 联络 空间 7 e Л;(М), ,(r,s) 型 张 
量 场 了 的 共 变 微分 ( 绝对 微分 ) VT 是 (r,s +1) 型 张 量 场 . 它 由 下 式 
定义 
(УТ) (0',---,0',Х,,---,Х,;Х) А (ў,7)(0',---,0',Х,,---,Х,). 
定理 5.6 НЕШУ 
V:T(M) > Ta (M);T|— VT, 
具有 下 列 性 质 : 
(VCOT) =df@T+/f/VT, fe C (M,R), 
(2)V(T+T) = VT+ SNT, 
(3) V (T, @ T,) = VT, @ T, + T, @ VT, 
证 (1) VOT)(G з, s X) = (V UT))(: 2, +) 
= (ХРТ, 6) +AT Ce, °) 
= df(X) Т, ) жр Т(у, `) 
= (4@Т)(+,з,+,Х) +/М7Т(-, з ,+,Х), 
从 而 (1) 成 立 ,这 里 注意 到 
Xf = df( X). 
同 理 可 证 (2) (3). 
下 面 给 出 共 变 微 分 的 局 部 表示 . 
RU, pir) ЖМ ПАНЕ, |е 是 MM 的 局 部 标 架 场 ， 
io 上 是 其 对 偶 标 架 场 iw;| 是 MM 的 联络 1 - 形式 , 即 
У ye, = wi(X)e,, 
Уро“ = — о: ( X) ay. 
1. 切 向 量 场 了 的 共 变 微分 V Y 的 局 部 表示 . 
ЖҮ = Ye， 了 = w(Y) e C*(U,R) , 则 
УМ о;Х) = У(Ре;) (о; Х) 
(47 @ e, + Ү Ve)(w,X) 
= (dY @ e,)(w,X) + Yol V е) 
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= (dÝ 6) е;) (о,Х) + Yer (X) + wle) 
= [(41* + Иш) ® el(w,X), 
其 中 
VY = dY + Иш 
= dÝ + Гуш' 
HA Y 的 共 变 微分 . (w,X) e T'(M) xTM), 
Ve, = w Qe = Г.ш" е. 
2. 余 切 向 量 场 9 的 共 变 微分 Vo 的 局 部 表示 . 
设 9=0w，0 =0(e) e C”(U,R), 则 Y9e T, (M) ,由 定理 
5.6 知 
(V0)(Y;X) = VY (Ow )(Y,X) 
= (db ®Q W + 0,0) (Ү,Х) 
= (40; Ow (Ү,Х) +007) ( Y) 
= 10, QW (Ү,Х) – 6а (X) + ш ( Y) 
= (40, – бш) Q o" ( Y, X) 
А V0,@o (Y,X) , 
从 而 
Vo = VO, Qo = (48, - бол) Qo, 
其 中 9 的 分 量 函 数 0, 的 共 变 微分 V 0, 为 
VO, = bo = d0, - бо, 
= 10, - @,Г„®'. 
其 中 0,， = У, 0, 为 和 沿 方向 e, 的 共 变 导数 . 
特别 地 
Vw = — o; @ ay = - Гро’ @ ay. 
3. (1,1) 型 张 量 场 7 的 共 变 微分 УТ 的 局 部 表示 . 
ШТ = Te, Qo ,利用 定理 5. 6， 
УТ(.,+,Х) = VTC, +), 


150 


REF ” 仿 射 联络 空间 


УТ = У, (Те Qo) 
= (ХТ:)е е +T Vre) о + Те, @ Š yay 
= (dT (X) + Tie (X) -To (X) )e, @ oy , 
从 而 
УТ = (dT + Tia, – То; )e, а А Ñ Tie, @ о. 
其 中 
УТ = Т = dT + Tto, — 10) 
称 为 T 的 共 变 微分 ,7 A T WY e, 方向 的 共 变 导数 . 
最 后 ,我们 给 出 (r,s) 型 张 量 场 7 的 共 变 微分 V T 的 局 部 表示 . 
RT = Tue, @ > @ e, ш" B®, 
则 
VT = T: аад? Фе Ө хе OOO. 
其 中 分 量 Ti И 的 共 变 微分 
УТ = Т A ИСУ 


ПЕ 


T Ут, а-н арэ 
或 
VT = УТ уе, 办 … "бе Фа" @ о", 
FÈ VT = 0 当 且 仅 当 УТ = 0. 
i£ G OvT = КИА 
(ü) f e С° (M,R) 网/ 沿 方 向 的 共 变 导 数 VAE 
分 V f 分别 是 
V f = Xf,Vf = df( 普通 微分 )， 
在 局 部 坐标 下 
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vf = fuor Vaf = ®, 


Vf = / ш or Vf = La, 
它们 之 间 的 关系 
Vf = fiw. 

4. 高 阶 共 变 微分 与 高 阶 共 变 导 数 . 

ШОМ, V ) 是 仿 射 联络 空间 , | е, } 是 必 的 局 部 标 架 场 ,和 w'| 是 其 
对 偶 标 架 场 ,和 w;| 是 V 的 联络 1 - 形式 . 

(1) ЖҮ = Үе, e ZIM), WI 

(i)Y 的 一 阶 共 变 微分 

VY = VY @e, = Y,w' б е, 
НФУ = VY у ЗЕН. 
vY = аү* + Yo; 

Ж Y 的 一 阶 共 变 微分 . 

(ii) Yt, 的 共 变 微 分 V Yt, RA Y 的 二 阶 共 变 微分 , 记 为 VY, 
于 是 

VY = VY‘, = а“, + Yo; 一 Үс А Үш”, 
从 而 了 的 二 阶 共 变 微分 为 
VY = V YL @ e, = Үе, бо а, 

其 中 Yt, ЖҮ 的 二 阶 共 变 导数 . 

类 似 可 定义 切 向 量 场 Y 的 更 高 阶 共 变 微分 与 共 变 导 数 . 

(2) Ë 0 = bo є Т" (М), W 

(i)0 的 一 阶 共 变 微分 

УӨ = У0, ® w = (40, – Г) @ o = bo б) о", 

其 中 Ө, ; 3 0, йт е; 方向 的 共 变 导数 - 

Gi) 0,, 的 共 变 导数 称 为 & 的 二 阶 共 变 导 数 , 记 为 Y “6 , 即 

V°0, = МӨ, = dô, , 一 0, о, 一 0, зв), А Ө, 9, 
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从 而 9 的 二 阶 共 变 微分 为 
V0 = V0,; @ в! @ o“ = Ө, аў Фо Фо, 

其 中 Ө, ‚Ж 0, 的 二 阶 共 变 导数 . 

类 似 可 定义 余 切 向 量 场 的 高 阶 共 变 导数 . 

(3) ЖМ ЕС" 函数 /的 高 阶 共 变 导 数 与 共 变 微分 . 

if e C* (M,R) , 则 

(i)f 的 一 阶 共 变 微分 Vf 就 是 f 的 普通 微分 , 即 

Vf = df e T* (M), 

SE e, 的 共 变 导数 V SELH 


V, = е) Afi 
从 而 
Vf = Fiw ， 
yf = Vf ш = f. о, 
其 中 


Vf: = df. С; А fyd. 
ERRBES + 


Vf = df = La = Рах, 


Vf = Vf, @ ах = f ¿d< @ ах. 
其 中 


f dx = dfi -os = BF gw - - f Tud. 
axax 


从 而 
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В 

Р; -fj =f; 一 Г) = Р.Т. 
于 是 j B ЧУ 不 具备 /的 普通 的 二 阶 偏 导数 有 关于 求 导 
次 序 交换 的 性 质 :如 果 V ETR, WS; = f 


85.4 Riemann 流 形 上 的 Laplace 算 子 


在 前 几 节 ,我 们 建立 了 т 维 流 形 上 的 仿 射 联络 
V: 2( M) x DIM) — 2M); (Х,У) 1 —› V,Y. 

在 局 部 标 架 {e} 下 , 仿 射 联络 V 被 其 联络 系数 Г, 完全 确定 ,由 此 ， 
我 们 进一步 利用 仿 射 联络 Y ,建立 了 (r,*) 型 张 量 场 了 的 共 变 微分 
VT KR X HARRER VT. 

本 节 我 们 要 说 明 , 对 于 Riemann 流 形 (M,g) ,其 Riemann #8 g 
在 光滑 流 形 上 可 以 诱导 一 个 仿 射 联络 ,使 (M,g) 成 为 一 个 仿 射 联络 
ZEM, V ) ,然后 讨论 Riemann 流 形 (M,g) EC” KESH Laplace 
Af. 它 在 许多 学 科 中 扮演 重要 的 角色 . 


5.4.1 Riemann 度量 诱导 仿 射 联络 
(M,e) 是 m 维 黎 曼 流 形 ,g ДЕ M 上 的 Riemann #8, (0, х) 
Ë M 的 一 个 局 部 坐标 系 , 0 是 M 的 局 部 自然 标 架 场 ,idx | 是 


LEE 的 对 个 标 架 场 . 令 
ð a 
дх'' ax 
х (2?) 表示 (8 ) 的 道 矩阵 , 则 
j 1 
E = аву) 
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r: 1 u, дЕ ў д2; Е; 

2 = 一 一 ñ — ~ 5. 8 
И 2E Со + Bx ax! ° ( ) 
称 为 关于 Riemann 度量 g 的 Christoffel 记号 . 


现在 作 了 映射 
V. (M) х.#(М) — BM) (X,Y) | — TY. 
定义 如 下 
V y = HOË + Yr) 2. А Xy, Š, (5.9) 
дх дх ` дх 
_9_ 
әх” 
定理 5.7 设 (M,g) 是 m 维 Riemann 流 形 ,X,Y,Z e .#0М) ,f 
e C° (M), WA 
(1) У, (ЈУ + 22) = РУУ + (ХУ +8V,Z + (Хе)7; 
(2) V x, Z = fV ,Z + gV Z; 
(3)Xg(Y,Z) = g( ViY,2) +g(Y,V Z); 
(4) TxY - V,X - [X,Y] = 0. 
ð 


证 明 设 X = XY = YZ = z z, BI) 
дх' ox” 


其 中 天 = xŠ, Y= ү 


(1) У: (У + gZ) = ХЈУ +62), 


= XY + fY', +g, +&@7',) = 
7 DY 17 + (XOZ + ev Z. 
(2) 7.2 = JX + 8Y )Z 2 


= fV ,Z мул. 
(3)X(g(Y,Z)) = X 108,727) 


Д 
= х4 А T7 号 + z; Y. 20) 
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- xyz +g,- YT) Z 
x 
+ gsY (2, - ZID,)) 
= g X'Y' Z + g Y X: Z, 
+ Е. ~ Гь - g Г) Y Z. 
H (5.8) 及 V 的 定义 得 
Х(&(Ү,2)) = g X'Y Z +g Y YZ, 
— tyi д zj д. 9 м» д. 
= (ХҮ PZ 5) +BY 2431) 
= g( V,Y,Z) + g(Y, У,2).. 
(4) 由 (1) (2), УМ БАЯНА, ATEM ЕНУ 
微分 ,由 (3) 可 知 Vz = О, АГ = Г, Ч 
Уу VX = "бы - рх, 2, 
дх 
= (К + ИГ) - ren ETD) È 
= (5 т _ ү* 9) 2. 


= х, 

i “在 黎 曼 流 形 (WM,g) t. HERAT М 上 的 一 个 仿 射 联 
络 Y , 且 满 足 定理 5.7 中 的 (3) (4) ,(3) 说 明了 V 是 无 挠 的 ,(4) 
说 明了 g 关于 V 是 平行 的 , 即 Vz = 0. 此 时 称 仿 射 联络 V ЖМ 上 
的 Riemann ЖЖ. 

tlel 是 (M,g) 上 的 标准 正 交 基 , 即 glee) = 6;， 
令 

w, = Oy = ЖУ = бло = ву „0, = б = (1. 

则 Riemann 联络 的 结构 方程 为 


dw; 三 一 > o, A w, Og = Oh, 
k 
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dw; =- У о, A Wij + 0,, 
k 
1 
N; = > 2 Rue, A w 


5.4.2 ”Af 的 定义 及 局 部 表示 

B(M" g) {mt Riemann Ñi S e С° (M",R),(U,x') М" 
的 一 个 局 部 坐标 系 , 1221 是 M" 的 局 部 自然 标 架 场 ,Y 是 M" 上 由 
Riemann 度量 诱导 的 仿 射 联络 . 

设 X = X È e .并 M), 则 大治 -的 共 变 导数 为 


xi = 2 a Yr, 


ox! 


定义 5.6 HEX = x -Č ши divX 是 一 个 函数 ;其 定义 为 


х = X. X. = > axr + у Гу. 
定义 5.7 б/е С° (М",К) /的 梯度 gradf 是 一 向 量 场 , 它 是 
g(gradf,Y) = Yf, VY є X(M") 
定义 . 局 部 上 , 设 gradf = Уа i, 则 


` мо, д д ə af 
‚ = —, m = d 一 一 = 一 一 。 
У ав, 8 Уа элэ) = (gradf, =) P 
于 是 


А т i m a m " ð 
a = Fas = Yag = De Ў, 
k=1 了 = 上 j=1 дх 


故 
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gradf = > Хғ 
Жие ДЕ М 的 标准 正 交 基 , 则 
gradf = > (У) е. 


ЖУ 5.8 Ш(М", о) J т С" Riemann 流 形 , 称 
Д:С®(М",Е) 一 C (М",К); 
fl— Af А divgradf 
为 (M",g) 上 的 Laplace 算 子 ,Ar 称 为 了 的 Laplace. 局 部 上 


s Ул = У + уг, 


‚9 
2) 22; 2 27 ax” 


- > 2 ЗСУ в, s) + у-н 
定理 5.8 Шуе С" ar R), 网 在 局 部 上 
a 
Af = T x [VA се. 221. 


其 中 
C=(es),1CI= 4еї( „) ,GC™ = (д). 
证 明 ”因为 


ёп Eim 
g" Eim m ú Е 
д161_ ê -5 два IB im 
Әх“ Әх“ ЁЛ | ax" дх* 
Em Emm ... 
Emi Emm 
965 
= > 64, 
г] ӨХ 


其 中 G, 是 6 = (g;) 中 元 素 g; 的 代数 余子 式 , 从 而 
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wa 
= Ус Е: 
_1 Əl G] _ j 98% 
21| с т = x: a 


因为 Y ЖШ z пат. 故 由 联络 系数 Г, 的 定义 得 


Xr, = T 7 be й( 28и 4 288 :- 280) 


t aa" 
-4 aan la 
=> а 2 й їп! GI. 


РД" ЫЕ У Гу) 


сасу 


Ж (1047 = Z 51, 


де + 二 aniei ГА 
[+ Imone] 
гәд ув 


(ii)diw = У, 90, +x Žan! СІ. 
i x 


(їн) ТЕРЕҢ ЕЗДЕ le} F 
fa = eJ = У.Р, 
Vf = df = У, (Ло, = Уо, 
УУ = Уо, о, 
gradf = У (Уе, = Уе, 
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= Efa 
其 中 
fu = V, V,/f. 
(iv) 4 М" = R” W, ГА =0, Hg; = 6,, РЖ Vf e С° (М",В), 
有 
4 = > дх' 


gradf = У, (Le 
хн 是 /的 普通 的 偏 导数 ,|e | 是 R" 的 整体 标 架 . 


5.4.3 ШЕ. ВЯ Laplace 算 子 的 性 质 


定理 $.9 (М",в) 是 m 维 Riemann 流 形 ,f e C° (M.R) , 工 ， 
Y e UM") , IJ 

(1)div(/X) = f divX + Xf; 

(2)div(X + Y) = divX + divY; 

(3)gradf = 2fgradf. 

证 明 ”局 部 (V,* ) E, 


КЕЛ, ‚д 
х= Ух = >x ах! = ZY; 
(1)div(/X) = zw ZST] 
=- /了 8. 十 yx" алУ г; 
aA X 
(2)div(X +Y) = У aD, У(Х +У)Г, 
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але 
3) d 
(3) gradf = 之 > > = 
ad 
В f = 之 Уе £, әх! 
= 2f .gradf 


定理 5.10 设 (M",g) = (М, (,)) Дт Riemann 流 形 ,/， 
h e С” (М",К), 0 


A(fh) = hAf + /Ah + 2(ау, аһ). 
特别 地 
ДР = 2fAf + 2 || gradf || °. 
证 明 JO M 的 标准 正 交 标 架 场 jej} , tw 上 } 为 其 对 偶 标 架 场 , 则 
gradf = У (Уе, = Уе, 
Df = У, (е) о, = У.о, 
A(fh) = div(grad(fh)) = div| È, V. (fh)ei] 
= div[ f$, (Уе + У (У, е] 
= div[ f ` gradh + h . gradf] 
= fAh + hAf + (gradh)f + ( gradf) h 
= fAh + hAf +2 У (У, Vah). 


(47,4) = (У Vafo: У, V hoy) 
= È (VD (VG 
= У ( V.) ( V.A). 
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5.4.4 Hopf 引 理 

在 有 向 的 黎 曼 流 形 (M" ,g) 上 有 体积 元 素 ?, 这 是 一 个 m 次 外 微 
分 形式 2, 它 在 局 部 坐标 系 (U,x') 下 的 表达 式 是 

01, = Vi Gldx A Л ах" Аа, 
因此 对 于 Vf e С° (М",К) 就 能 够 在 M”" 上 积分 , 它 就 是 m 次 外 微分 
形式 2 在 M” 上 的 积分 , 即 
(re = fy 

车 1e,| ЖЕМ ЕЕ ТЕЗЕ, 1 | 是 其 对 偶 基 , 则 dv =w A Л о". 

定理 5. 11( 散 度 定理 )” 设 (M",g) Ж m 维 有 向 的 紧 致 无 边 
Riemann 流 形 , 则 对 于 M” 上 任意 一 个 光滑 的 切 向 量 场 X, 有 


| (Фу) O = 0. 
мт 
证 明 ”首先 设 X = XÈ, 

дх 


divX = > x, = > а, у г, 
Н i ij 


而 
г = 1,9989 1, 1 9161 l a /1 CI 
从 而 
divx = у ©+у X AG 
T дх T AGI Ox 
1 д ; 
= У —— —( ATIY), 
T si GI ox 
于 是 


D ”参见 徐 森 林 著 《微分 岂 何 》, 中 国 科学 技术 大 学 出 版 社 ,1997 年 版 . 
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(divX) 0 = 2 VT GTX') ах Л + A dx" 
x 


= d( ў (- ИЛ GI Xd! Nee Л d? NA dx") 
i=] 
А do. 


其 中 
o= >(- рр T GT Xidx A A dxi A =+ A ак" 
是 m - 工 阶 外 微分 形式 ,由 Stokes 定理 得 
00 = [do = fo =0. 


ETH 5.12 设 (M ,sg) 是 m 维 紧 致 连通 (无 边 ) 定向 的 
Riemann 流 形 , 则 Vf e C“ (M ,R) ,有 


Jar: 1 = 0. 


其 中 *1 М" 的 体积 元 素 . 

证 明 ДУ = divgradf, 在 定理 5.11 rB, £ X = gradf, 即 得 定理 
5. 12. 

定义 5.9 设 (M",g) Æ mł Riemann 流 形 ,f є С° (M R) 

(1) ÆA = 0, 则 称 / 是 M 上 的 调和 函数 ; 

(2) #Af> 0(<0), ДЕГЕМ Lñ ЕСТ) 调和 函数 . 

定理 5. 13( Hopf 引 理 )” 设 (M",g) Ж m 维 紧 致 无 边 连通 的 
Riemann 流 形 ,fe C* (M R). ЖА > OER Af < 0 Af = 0) W 

f = const. 

WRA iiel 是 到 的 标准 正 交 基 , (о, | 是 其 对 偶 , 则 对 的 体积 

元 素 
Тео A A wf = e f = У.Р, 
а: = Уо; 一 È Лу, 
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dT Df A Ло A Ло) 


EOD, Ло Л Ло Л Aon) 
Z- DOLEC Do A 

Q A do, A = Л Асе A o, 

EOD (зо, -foi)o A Л o, A 
y (- DOLY (= Tw A 


“А(‹ў ө Лео) Л A өөө Aw A =: Ло, 
k 


+ 


+ 


У (ао A e A == A w, À Ло, 
_ y D Yr, Ло Л Ao A Ло, 
+ yC DU yC D le Л Аа A o, Л 
эло A À o, 
= >. o, Л Ле, = >f "1, 
于 是 ,由 Stokes 定理 
ИШИ 
= [р а У, (- Do Л Ле Л Ло) 
= [AFEC Dfi A A wr Л A wa] 
-JEn EOD A Ло A Ло, 


- [fio А У Со Л Ла Л Ло, 
M Н 
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= 一 [№ . 1 9 
XX f. 20, М, = 0, 故 /是 局 部 上 的 常 函数 ,又 M" 是 连通 的 ， 
故 f 是 M” 上 的 常数 . 
问题 与 练习 


1. ЖМ" = { (x! з.) є В"! | х"! = f(x! pex") | , 即 М" 
AR” 中 的 超 曲 面 . ЖОК"! 上 的 平坦 联络 ,M" 上 的 向 量 场 是 


і + y (47) 
H OX 
定义 М" 上 的 联络 V 为 
V Y = ViY - (VrY,enn)en, 
证 明 V 满足 仿 射 联络 的 条 件 . 

2. 试 证 :任意 一 个 线性 联络 У 都 可 以 分 解 成 它 的 挠 率 张 量 场 了 
的 倍数 与 一 个 无 挠 率 线性 联络 的 和 . 

3. 设 o 是 及 中 的 C” 曲 线 ,T, Ж о 的 切 向 量 场 ,Y, 是 沿 曲 线 o 的 
向 量 场 , 若 7,Ү, = 0, 则 称 向 量 场 Y, G ib o 是 平行 的 , 试 求 在 局 
部 坐标 系 (U,x') 下 ,了 活 曲 线 or 平行 的 表示 式 . 

4. 设 是 M 上 的 C” 曲 线 ,7。. 是 g 的 切 向 量 场 , 若 VrT, = 0, 
Miko 是 有 上 的 一 条 测 地 线 . 试 求 在 局 部 坐标 系 (U,x ) 下 , 测 地 线 
的 微分 方程 ,特别 对 于 平坦 欧 氏 空间 R", 求 测 地 线 的 参数 方程 . 

5. 设 (M,V) 是 一 个 т 维 仿 射 联络 空间 , 设 iw'| Ж 余 标 架 场 
‚ {ай} 是 联络 形式 , 挠 率 形式 是 人 7 = do -w No, HEBREA = 
dw; - о} А o). 证 明 : 

(1)40 = A (h - О A в; 
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(2)d( = o, A Ж-О A о. 
6. iż f e C" (M.R), Kj4E; 

fs -fi = > Ty 
7. 设 jx'| 是 R 的 整体 自然 坐标 ,定义 


0 
axt’ 


д i 
gy = ( э? “9? 


; 0 . п А 
X Y = X — 一 一 = t . 
(X,Y) =< э ы уху 
к (ПГ (2) Va a (3 Ti (4) Rh 
8. Æ R 的 球 坐 标 系 (r,p,9) 下 ,将 Laplace + A 表示 出 来 . 
9. 考虑 上 半 平 面 
К? = |(x,y) e R'Ii y 0| 
Ж R LZ Riemann 度量 g, 使 得 在 坐标 系 (x,y) F gu = д» = 
L в = 0. RE Tl < ij,k < 2. 
y 
10. 写 出 (1,2) 型 张 量 场 了 及 (1,3) 型 张 量 场 全 沿 方 向 站 的 表达 
式 ,并 写 出 分 量 函 数 洛 e, 的 协 变 导数 . 
11. 证 明 V2f 是 对 称 的 (0,2) 型 张 量 , e С°(М,Е). 
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